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Sechszehnte Vorlesung.* 

Allgemeiiie Eigensehaften der Kegelschnitte. 

Man kann die gerade Linie als den geometrischen Ort aller Punkte auf- 
fassen, deren Coordinaten einer beliebig gegebenen linearen Gleichung ge- 
ntigen. Unter diesem Gesichtspunkte wird der geometrische Ort aller der- 
jenigen Punkte, deren Coordinaten einer beliebig gegebenen Gleichung des 
zweiten Grades geniigen, eine Curve zweiter Ordnung oder ktirzer Kegel- 
schnitt genant Der letztere gebrSuclilichere Name ist der alteren synthe- 
tischen Raumgeometrie entnommen, welche die Curve als den Scbnitt einer 
Ebene und eines Rotationskegels definirt. 

Die Kegelschnitt- Gleichung besteht im AUgemeinen aus sechs Gliedern, 
wovon drei der zweiten Ordnung , zwei der ersten Ordnung und ein Glied der 
nuUten Ordnung sind in Rticksicht auf die rechtwinkligen Coordinaten x und 
y des variabelen Punktes. Machen wir jedoch die Gleichung durch Einftthrung 
der homogenen Coordinaten homogen und bezeichnen mit f(x^y^si) einen Aus- 
druck von der Form: 

1) fi^^y,^) = (^00^^ + o>ny^ + «22^^ + 2ai22/^ + 2a^QZX + 2aQ^xy, 
so wird nach der gegebenen Definition f{x^ J/? ^) = <iie allgemeine Form der 
Gleichung eines Kegelschnittes sein und die Verhaltnisse der sechs Coefficienten 
a in der Gleichung werden die Natur und die Lage des Kegelschnittes in der 
Ebene bedingen. 

Soil der Kegelschnitt durch einen Punkt gehen, dessen homogene Co- 
ordinaten gegeben sind, so mtissen diese, an Stelle der variabelen Coordinaten 
gesetzt, der Gleichung genugen. Dieses giebt eine lineare homogene Bedingangs- 
gleichung zwischen den sechs Coefficienten. Durch fttnf solcher Bedingungs- 
gleichungen werden die Verhaltnisse der sechs Coefficienten a unzweideutig be- 
stimmt sein. Man kann daher sagen : 



* Diese Vorlesungen sind die Fortsetzung meiner fiinfzehn „VorleBungen aus 
der analytischen Geometric der geraden Linie, des Punktes und des Kreises. 
Teubner' 1873". Sie setzen die Bekanntschaft des Lesers mit den Determinanten 
voraus, etwa in dem Umfange, als sie in meiner Schrift „Die Determinanten. Teubner 
1873" vorgetragen sind. Die Kenntniss der Regain des Differentiirens wird eben.- 
falls vorausgesetzt. 

Hk88k, Vorlesmigeu. ^ 
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Durch funf beliebig gewahlte Pankte in der Ebene lass t 
sich im Allgemeinen nur ein einziger Kegelschnitt legen und 
dieser Kegelschnitt ist in alien seinen Theilen durch die ftinf 
gewahlten Punkte vollstHndig bestimmt. 

Der Kegelschnitt kann ein Linienpaar werden, wenn die ftinf gegebenen 
Punkte eine specielle Lage haben ; er kann sogar illusorisch werden. iTm 
dieses nachzuweisen , mtlssen wir die Gleichung des Kegelschnitt es selbst auf- 
stellen, der durch ftinf seiner Punkte gegeben ist. 

Wenn wir die homogenen Coordinaten eines beliebigen Punktes auf einem 
Kegelschnitte mit x, y^ bezeichnen und mit angehSngten Indices die Co- 
ordinaten der ftinf gegebenen Punkte desselben, so haben wir folgende sechs 
Gleichungen : 

f{x, y, 0) = 0, fix^y y^, 0j) = 0, f{x 3, y^, 0^) = 0, 
/*(%2/3)^3) = 0, f{x^,y^,0^) = O, f(x^,y'^,0^) = O, 

Die Elimination der sechs zu bestimmenden Coefficienten a aus diesen 
Grleichungen ergiebt die Gleichung des Kegelschnittes , der durch die ftinf be- 
zeichneten Punkte geht : 

2) :j=o, 

wenn wir mit J die Determinante bezeichnen : 



3) 
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denn es verschwindet die Determinante ^, so oft man ftir die variabelen Co 
ordinaten die Coordinaten eines der ftinf Punkte setzt. 
Tn diese Determinante lassen sich die Ausdrticke: 

U^ax-\- by + C0 
Ui^ax^ + hyi + C0i 



einftthren wie folgt. Wir multipliciren die Elemente der ersten Vertikalreihe 
mit a und addiren dazu die mit b multiplicirten Elemente der letzten und die 
mit c multiplicirten Elemente der vorletzten Vertikalreihe. Dadurch wird : 



a J = 



xU, y\ 0\ y0, 0x, xy, 
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Multipliciren wir in dieser Determinante die Elemente der zweiten Vertikal- 
reihe mit b und addiren dazu die mit a multiplicirten Elemente der letzten und 
die mit c multiplicirten Elemente der vierten Vertikalreihe, multipliciren end- 
lich die Elemente der dritten Vertikalreihe mit c und addiren dazu die mit a 
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multiplicirtenElemente der vorletzten and diemit&multiplicirtenElemente der 
vierten Vertikalreihe, so erhalten wir schliesslich : 



4) 
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Diese Determinante ist durch Striche in vier Quadrate getheilt. Wenn 
von den fiinf gegebenen Punkten des Kegelschnittes die drei letzten in einer 
geraden Linie liegen , die durch die Gleichung Z7 = gegeben ist , so ver- 
schwinden sS-mmtliche Elemente des links unten gelegenen Quadrates und die 
Determinante selbst zerMlt in das Produkt von zwei Determinanten der Art, 
dass man hat: 
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Oder einfacher: 
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Es beweist dieses den Satz: 

Wenn von fiinf gegebenen Punkten eines Kegelschnittes 
drei Pnnkte auf einer geraden Linie liegen, so zerfSllt der 
Kegelschnitt in zVei gerade Linien, von welchen die eine du ch 
die genannten drei Punkte geht, die andere die noch tibrigen 
Punkte verbindet. 

Nach diesem Satze wird der durch fiinf Punkte bestimmte Kegelschnitt in 
zwei gerade Linien zerfallen , wenn vier von diesen Punkten auf einer geraden 
Linie liegen, und diese gerade Linie wird ein Theil des Kegelschnittes sein. 
Den zweiten Theil bildet aber eine jede- gerade Linie, welche durch den funffcen 
Punkt geht. Es kann demnach der Kegelschnitt nicht vollstftndig bestimmt 
sein, wahrend seine Gleichung 2) doch nichts Unbestimmtes enthalt. Dieses 
Paradoxon werden wir I5sen, wenn wir nachweisen, dass die Gleichung 2) J=0 
unter der angenommenen Bedingung eine identische Gleichung wird und des- 
halb keine Kegelschnitt- Gleichung sein kann. 

Wenn U^c^O, CTgSsO, 17^^=0, U^=0 die Gleichungen der vier ersten 
Punkte des Kegelschnittes sind , welche der Annahme nach auf einer geraden 
Linie liegen, so haben wir unter 36) der neunten Vorlesung nachgewiesen, dasa 
sich vier Factoren x der Art bestimmen lassen, dass man identisch hat : 

1* 
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Diese in Rticksicht auf die Variabelen w, Vy w identische Gleichung 15se t 
sicli auf in folgende sechs Gleichungen : 

^1^1^ + ^2^2^ + ^8^3^ + ^42// =0, 
gN «iV + ^2^2^ + ^sV + «4^4^ =0f 

«J Pi «l + ^2^2 ^2 + ^32/3 ^3 + ^43^4^4 "= 0»" 
Xj^^jiCg + «2^2^2 + ^3^8% + '«4^4^4 = ^ 
^1^1 2/1 + «2^22/2 + ^3^32/3 + ^4^43^4 = ^• 

Gehen wir nun zurtick auf die in 3) aufgestellte Determinante. Wenn wir 
in derselben zu den mit K^ multiplicirten Elementen der zweiten Horizontal- 
reihe addiren die mit X2 multiplicirten Elemente der dritten Horizontalreihe, 
wenn wir ferner dazu addiren die mit Xg multiplicirten Elemente der vierten 
und die mit x^ multiplicirten Elemente der ftlnften Horizontalreilie , so erhSlt 
die Determinante nur den Factor x^. Es verschwinden aber auf Grund der an- 
gegebenen Gleichungen 6) sSmmtliche Elemente der zweiten Horizontalreihe 
und man hat eine von selbst verschwindende Determinante Xj ^, die gleich 
Null gesetzt, nicht mehr der analytische Ausdruck einer Curve sein kann. 

Der Kegelschnitt /*(a;,3/,£?) = wird ein Linienpaar sein, wenn der linke 

Theil der Gleichung in zwei lineare Factoren A und B zerfSllt der Art , dass 

man identisch hat : 

\f{x,y,z)E^AB. 

Aus dieser Gleichung gehen wieder identische Gleichungen hervor, wenn 
man dieselbe nach den Variabelen partiell differentiirt : 

, ^/, . . dB , ^dA 

■ rW^^I^ + ^l^. 

LSsst man in diesen Gleichungen die Variabelen der Coordinaten des 
Schnittpunktes der geraden Linien A = und J? = bedeuten , in welche der 
Kegelschnitt zerfSllt, so nehmen sie die einfachere Gestalt an : 

7) rw=o, rw-=o, rw=o 

und das Result at der Elimination : 
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wild die Bedingung sein, unter welcher der Kegelschnitt f{x,y^z) = in ein 
Linienpaar zerfallt. Es ist dieses dieselbe Bedingungsgleichung, welche wir in 
5) der achten Vorlesung auf einem andern, weitlauftigeren Wege abgeleitet 
haben. Wir wollen es jedoch nicht verschweigen , dass das gleichzeitige Be- 
stehen der drei Gleichungen 7) in vielen Fallen ein durchsichtigeres Kriterium 
fill* ein Linienpaar ist, als die Gleichung 8). 
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Die Determinante auf der linken Seite der Gleichung 8) heisst die Deter- 
minante der Function f{x,y,^)^ weil ihre Elemente die zweiten parliellen 
Differential quo tienten der Function sind. Auf Grund dieser Difinition konnen 
wir nun den Satz aussprechen: 

9) Wenn /'(.r,y,;8r) = die homogene Gleichung eines Kegel- 

schnittes ist, so stellt dieselbe ein Linienpaar dar unter der 
Bedingung, dass die Determinante der Function fix^y^z) ver- 
schwindet. 

Irgend zwei durch ihre Gleichungen in gewShnlichen Punktcoordinaten 
gegebene Curven schneiden sich in Punkten, deren Coordinaten den beiden 
Gleichungen zugleich genttgen. Es ist daher die Zahl der Schnittpunkte zweier 
Curven gleich der Zahl der Werthepaare der Coordinaten, welche ihren Gleich- 
ungen zugleich geniigen. Ist die eine Curve ein Kegelschnitt, die andere eine 
gerade Linie, und man setzt den Werth von y aus der Gleichung der geraden 
Linie in die Gleichung des Kegel schnittes, so erhalt man eine quadratische 
Gleichung in x und jeder Wurzel dieser Gleichung entspricht ein Werth von t/, 
der sich aus der Gleichung der geraden Linie berechnen iSsst. Man kann da- 
her sagen : 

Die gerade Linie schneidet den Kegelschnitt in zwei 
Punkten. 

Hierauf basirt die Aufgabe : 

Die Gleichung des Punktepaares zu bestimmen, in welchem 
ein gegebener Kegelschnitt von einer gegebenen geraden Linie 
geschnitten wird. 

Wenn 

jQN f(.Xyy.^) = Oy 

ax + hy + cz = 
die Gleichungen des Kegelschnittes und der geraden Linie sind , und man ver- 
steht unter ir, y, s die Coordinaten irgend eines der beiden Schnittpunkte, 
so wird 

liy ux + vy + ijuz=^0 

die Gleichung des Schnittpunktes selber sein. 

Die Elimination der homogenen Punktcoordinaten aus den aufgestellten 
Gleichungen giebt die Gleichung des gesuchten Punktepaares : 
12) fijbw — cv, cu — aw^ av — hu) = 0. 

Dass diese Gleichung ein Punktepaar darstellt, wird man auch daraus 
ersehen k6nnen, dass der linke Theil derselben wirklich in zwei lineare Factoren 
zerftlllt, woftir wir die Bedingungen eben zuvor entwickelt haben. 

Um die Frage nach der Zahl der Schnittpunkte zweier Kegelschnitte zur 
Entscheidung zu bringen , ordnen wir die in gewohnlichen Punktcoordinaten 
gegebenen Kegelschnitt-Gleichungen nach den Potenzen der Variabele y : 

h + ^xy+hf-^. 



6 AUgemeine'Eigenschaften der Kegelschnitte. 

indem wir mit den den Buchstaben a nnd b angehangten Indices zugleich den 
Grad ihrer Ausdrticke in x bezeichnen. Mit diesen Gleichungen bestehen zu- 
gleich folgende : 

Die Elimination sSmmtlicherPotenzen von y wie aus linearen Gleichungen 
ergiebt eine biquadratische Gleichung in x, Der einer Wurzel x dieser Gleich- 
ung entsprechende Werth von y wird erhalten, wenn man aus denbeidenersten 
Gleichungen die Potenzen y und y^ wie aus linearen Gleichungen berechnet. 
Wir schliessen hieraus : 

Zwei Kegelschnitte schneiden sich in vier Punkten. 

Dieser Satz trifft sichtbar zu, wenn die Kegelschnitte Linienpaare werden, 
und die Uebereinstimmung kann alsBeweis gelten, dass die aus der Elimination 
hervorgegangeae biquadratische Gleichung nicht etwa durch eine ungeschickte 
Operation einen tiberfltissigen Factor erhalten hat, durch welchen der Grad der 
Gleichung unn6thig erh6ht ist. 

Die Gleichung der vier Punkte- zu bestimmen, in welchen 
sich zwei gegebene Kegelschnitte /"(ic, 2/» ^) = und (f {x,y,z) =0 
schneiden. 

DieseAufgabe verlangt die Elimination derVariabelena?, 2/,;8f aus folgenden 
drei Gleichungen : 

2f{x,y,z)=xf{x) +yf{y) +zf{z)^0, 

2 g? (a?, y,g)^x q)\x) + y (p{y) + (p\z) = 0, 

B^xu + yv + zw =0. 

Eliminirt man die ausserhalb der Functionenzeichen stehenden Variabelen 
Xj y, z wie aus linearen Gleichungen, so erhSlt man : 

D = ^'{x), <p'{y), q>Xe) = 0, 

eine homogene Gleichung des zweiten Grades in Rttcksicht auf die Variabelen 
Xy y^ z und des ersten Grades in Rttcksicht auf w, v^ w, welche zugleich mit den 
drei angegebenen Gleichungen besteht. Wir haben demnach folgende sechs 
Gleichungen : 

/*(^,2/,^) = 0, (p{x,y,z)=0, D = 0, 
xB — 0, yJ2 = 0, zR=^0 

des zweiten Grades in OJ, «/, z^ und die Elimination der sechs Potenzen und 
Producte dieser Variabelen wie aus linearen Gleichungen ergiebt die gesuchte 
Gleichung 'der vier Schnittpunkte : 

Es ist dieses eine homogene Gleichung des vierten Grades in Rttcksicht 
auf die Liniencoordinaten u\ v^ w, well vier von den sechs hervorgehobenen 
Gleichungen in Rttcksicht auf dieselben Variabelen linear und homogen sind. 
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Diese Gleichung .^ = geht (Iber in die oben erwahnte biquadratische 
Gleichnng in a?, wenn man setzt ti = ;?:=l,t; = 0, to^= — x, Denn dadurch 
wird von iien drei Gleichungen, aus welchen die Variabelen x,y,0z\i eliminiren 
waren, die dritte eineidentische Gleichung und die beiden ersten die Gleichungen 
der Kegelschnitte, ausgedrtickt in gewohnlichen Punktcoordinaten. 

Durch vier Punkte ist ein Kegelschnitt nicht vollstSndig bestimnit. 
Nehmen wir nun an, dass die vier Punkte gegeben seien als die Schnittpunkte 
von zwei gegebenen Kegelschnitten f{x, y^d) =0 und q) (x, y^ z) = 0, so stellt 
die Gleichung: 

13) f{x,y,z) - k(p{x,y,0) = O 

mit dem willktirlichen Factor X die ganze Schaar von Kegelschnitten dar, 
welche sich in denselben vier Punkten schneiden. Denn wenn re, y, z die Co- 
ordinaten eines Schnittpunktes der beiden genannten Kegelschnitte bezeichnen, 
so machen sie sowohl die Function f als die Function (p verschwinden. Es 
verschwindet also auch der linke Theil der Gleichung 13), wenn die Variabelen 
die Coordinaten des Schnittpunktes bedeuten. Der Kegelschnitt 13) geht also 
in der That durch die vier Schnittpunkte der gegebe;ien beiden Kegelschnitte. 
Die Gleichung 13) stellt aber auch jeden beliebigen Kegelschnitt aus der 
Schuar dar. Denn fixiren wir irgend einen Punkt auf ihm , wodurch er voll- 
stlindigbestimmt wird, so k5nnen wir dem Factor A immer einen solchen Werth 
beilegen, dass der Kegelschnitt 13) durch diesen Punkt geht. 

Wenn die gegebenen beiden Kegelschnitte Linienpaare sind , so wird sich 
immer ein Factor A der Art bestimmen lassen, dass 13) das dritte Linienpaar 
wird, welches durch die Schnittpunkte der beiden gegebenen Linienpaare geht. 

Daraus entspringt der Satz: 

14) Wenn Q = 0, Qjc=0, Q2 = die Gleichungen von drei 
Lini enpaaren sind, welche durch dieselben vier Punkte gehen, 
so lassen sich drei Factoren q der Art bestimmen, dass man 
identisch hat: 

und umgekehrt, schneiden sich je zwei Linienpaare in denselben 
vierPunkten, wenn sich Factoren dergenann ten»Art bestimmen 
lassen. 

Der Vergleich dieses Satzes mit dem Satze 21) der achten Vorlesung lehrt, 
dass drei Linienpaare der Involution zu betrachten sind als drei Linienpaare, 
welche durch vier Punkte gelegt sind in dem Grenzfalle , wenn die vier Punkte 
zusammenfallen. 

Da sich durch vier Punkte drei Linienpaare legen lassen, so wird man 
den Factor A in der Gleichung 13) auf dreifache Art so bestimmen konnen, dass 
die Gleichung 13) jedes Mai ein Linienpaar darstellt. Dieser Factor ergiebi 
sich als die Wurzel einer kubischen Gleichung, die man erhSlt, wenn man die 
Determinante der Function auf der linken Seite der Gleichung 1 3) gleich Null 
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setzt. Denn wenn die genannte Determinante verschwindet, so wird nach Satz 
8) die Gleichung 13) ein Linienpaar darstellen. 

Wir brechen hiermit ab in der Absieht, den beregten Gegenstand, die drei 
Linienpaare, welche durch die Schnittpnnkte zweier Kegelschnitte gehen, in 
einer spateren Vorlesung tiber die Auf losung zweier Gleichungen des zweiten 
Grades mit zwei Unbekannten einer ansftihrlicheren Discussion zu unterwerfen. 



Siebenzehnte Vorlesung. 

Pole nnd Polaren der Kegelschnitte. 

Nachdem wir in der vorhergehenden Vorlesung den Kegelschnitt definirt 
haben als den geometrischen Ort aller Punkte, deren homogene Coordinaten 
einer gegebenen Gleichung des zweiten Grades geniigen: 

1) ' /"(^^ 2/, ^) = 0, 

so bringen wir dieselbe in Verbindung mit den Coordinaten eines beliebigen 
Punktes einer geraden Linie, von welcher zwei Punkte und 1 durch ihre Co- 
ordinaten Jq, ^q, 0q und fljj, 2^1, 0^ gegeben seien. Alsdann hat man auf Grund 
der elften Vorlesung folgende Ausdrttcke der Coordinaten des beliebigen 
Punktes : 

0? = aJq 4" ^ ^1) ' 

2) y=yo + hu 

Dieser Punkt wird der Schnittpunkt der geraden Linie und des Kegel- 
schnittes- sein , wenn die Variabele k so bestimmt wird , dass die Coordinaten 
des Punktes in die Gleichung desKegelschnittes gesetzt, der Gleichung geniigen, 
das ist unter der Bedingung : 

3) fix^ + Aa?!, 2/o + %i, ^0 + ^^i) = 0. 

Der Umstand , dass diese Gleichung eine in A quadratische Gfleichung ist, 
beweiset auf s Neue den in der vorhergehenden Vorlesung aufgestellten Satz, 
wornach eine gerade Linie den Kegelschnitt in zwei Punkten schneidet. Denn 
setzt man in 2) fttr A die eine oder die andere Wurzel der Gleichung ein , so 
werden oj, «/, z die Coordinaten des einen oder des andern Schnittpunktes. 

DieSchnittpiiliktewerdenreell oder imaginar, je nachdem die quadratische 
Gleichung reelle oder imaginare Wurzeln hat. In dem Grenzfalle, wenn die 
Wurzeln gleich werden, fallen die Schnittpnnkte zusammen und die gerade 
Linie 01 wird Tangente des Kegelschnittes. Dieses trifft zu, wenn das an- 
harmonische VerhSltniss des gegebenen Punktepaares zu dem Schnittpunkte- 
paare gleich + 1 wird 

Im AUgemeinen ist das Verhaltniss der Wurzeln der quadratischen Gleich- 
ung das anharmonische Verhaltniss des Punktepaares , in welchem die gerade 
Linie 01 den Kegelschnitt schneidet, zu dem gegebenen Punktepaare und 1. 

Die eben angeflihrten Thatsachen machen es wahrscheinlich , dass die 
quadratische Gleichung 3) die Quelle sein wei'de weiterer geometrischer 
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5) 



Wahrheiten. Wir unterwerfen deshalb die genannte Gleichung einer ausftthr- 
lichen Discussion. 

Die Gleichung 3) nimmt , nach Potenzen der Unbekannten A entwickelt, 
die Gestalt an: 

4) /•«„ + -^'t/-«. + ^Vu=0, 

wenn: 

2/ii - 2 /(r J, y,, z,) = T^ f\x,) + y, f\y,) + z, TK), 
V,, == xj{x,) + yj{y,) + z,f {z, ) 

Diese Ausdrttcke der Coefficienten in der quadratischen Gleichung 4) sind 
Functionen der sechs homogenen Coordinaten der beliebig gegebenen Punkte 
und 1. Sie sind zusammengesetzt aus den partiellen Diflferentialquotienten 
der Function /", nach den Variabelen genommen, und der Variabelen selber. Sie 
konnen aber auch dargestellt werden als Functionen der Differentialquotienten, 
wie wir dieses in dem allgemeinen Falle der Function f^^ nachweisen werden. 
Man hat namlich identisch : 

Eliminirt man aus diesen vier Gleichungen die ausserhalb der Functionzeichen 
stehenden Variabelen, x^y ^q, Zq me die Unbekannten aus linearen Gleichungen, 
so wird: 
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und hieraus erhalt man , wenn man mit A die Determinante der Function f 
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Es driickt sich demnach die Function /"durch ihreDiffentialquotienten aus 
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jedoch darf die Function /"nicht in lineare Factoren zerlegbar sein, well dann 
die Determinante A verschwindet , wodurch der Ausdruck der Function 
illusorisch wird.* 

Nehmen wir nun die oben abgebrochene Betrachtung des anharmonischen 
Verhaltnisses des gegebenen Punktepaares und 1 zu dem Schnittpunkt^- 
paare der geraden Linie 1 und des Kegelschnittes wieder auf. Das genannte 
anharmonische VerhSltniss war das VerhSltniss der beiden Wurzeln der 



Ooo, 


«0|, 


O02» 


K ifX^) 


«10, 


«ti> 


^iV 


K hfiy) 


«ro» 


fltii 


(hiy 


K i/'W 


Co, 


Ci, 


C2, 


X, 


ifW, 


if{y)> 


if'iz), 


0, f 



* Um die Frage nach dem weitesten Ausdrucke der Function f durch ihre 
partiellen Differentialquotieuten in dem beregten Falle aufzunehmen, betrachten 
wir die Determinante Ji 



d = 



Multipliciren wir die Elemente der drei ersten Vertikalreihen respective mit 

Xy y, z und ziehen sie von deii Elementen der letzten Vertikalreihe ab, so Undert 

sich die Determinante nur in ihrer Form. Die Formanderung ist wahrzunehmen 

nur in den Elementen der letzten Vertikalreihe, deren Elemente der Reihe nach 
werden : 

0, 0, 0, -(c^a? -f C, y 4- Cjsr), 0. 

Es ist daraus ersichtlich, dass die Determinante d den in Riicksicht auf die 
Variabelen J?, 2/, 5 linearen Factor c = c^x -^ C\y + c%z hat und dass sie sich se 
darstellen lasst: 

^^OOj «0h ^J» ^0 

aio, ttji, ais, 6i 

<*20, <*2l» <*22» ^2 

iA^), \ny\ if(^), 

Multipliciren wir nun in der Determinante auf der rechten Seite der vor- 
iiegenden Gleichung die Elemente der drei ersten Horizontalreihen mit x, y, z und 
Ziehen sie von der letzten Horizontalreihe ab, so erhalten wir eine Determinante, 
aus welcher sich aucb der lineare Factor & = &o^ + &iy+ 2^2^ absondern lasst, so 
dass schliesslich die vorgelegte Determinante die Form erh'dlt: 

Verschwindet nun die Determinante J., so verschwindet auch ^y und aus der 
Gleichung z/ = ergiebt sich, dass in dem vorliegenden Falle die Function f durch 
ihre partiellen Differentialquotienten mit Zuziehung von willkiirlichen Coustanten 
h, c und X auQgedriickt werden kann wie foigt: 
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Eine Ausnsjhme davon bildet ,der Fall, wenn mit der Determinante A d^r 
Function f zugleich sammtliche Unterdetermiuanten verschwinden. In diesem 
Falle ist jede homogene Function der partiellen Differentialquotienten vom zweiten 
Grade, mit einem passenden constanten Factor multiplicirt, der Ausdruck fur die 
Function f. 
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quadratischen Gleichung 4). Dieses Verhaltniss wird ein harmonisches , wenn 
die Summe der Wurzeln verschwindet, das ist, wenn f^yy = wird. 

Man nennt zwei Punkte harmonische Pole des Kegelschnittes, 
wenn ihreVerbindungslinie den Kegelschnitt in zwei Punkten schneidet, die har- 
monisch sind zu den beiden Punkten. Die Bedingung fiir ein harmonisches 
Polenpaar und 1 ist demnach die Gleichung /q^ = oder wenn wir mit i», y^ z 
die Coordinaten des Punktes 1 bezeichnen : 

9) a;rK)+3//-(yo) + «/"K) = 0. 

Nehmen wir nun an, dass der Punkt gegeben sei , der Punkt 1 aber ge- 
sucht werde, so sehen wir, dass seine Coordinaten der linearen Bedingungs- 
gleichung 9) zu gentigen haben , welche Gleichung eine gerade Linie darstellt. 
Diese gerade Linie , auf welcher der dem gegebenen Punkte zugeordnete har- 
monische Pol beliebig angenommen werden kann, heisst die Polar e des ge- 
gebenen Punktes und der gegebene Punkt wird der Pol genannt. Es ist demnach 
die Polare eines gegebenen Punktes der geometrische Ort des dem gegebenen 
Punkte, zuffeordneten harmonischen Poles oder, anders ausgedruckt, der geo- 
metrische Ort des vierten harmonischen Punktes auf den durch den gegebenen 
Punkt gehenden Strahlen. 

Die in der dreizehnten Vorlesung angefuhrte Construction der Polare ftir 
den Kreis gilt ebenso fiir den Kegelschnitt. 

Nehmen wir nun auf der Polare 9) einen Punkt 1 beliebig an, so gentigen 
seine Coordinaten der Gleichung: 

und die Gleichung der Polare dieses Punktes wird : 

Da diese Gleichung aber auf Grund der vorhergehenden erftiUt wird, wenn 
man ftir die variabelen Coordinaten die Coordinaten des Punktes setzt, so 
geht die Polare des Punktes 1 durch den Pol 0, was wir soausdrticken konnen: 

10) Die Polaren aller Punkte auf einer geraden Linie 
schneiden sich in dem Pole der geraden Linie. 

Dieser Satz verschafft uns das Mittel den Pol zu construiren , wenn seine 
Polare gegeben ist. Er lasst sich auch umkehren wie folgt: 

11) Wenn eine gerade Linie sich um einen Punkt in ihr 
dreht, so beschreibt der Pol die Polare des Drehpunktes. 

Der Pol liegt von seiner Polare 9) bald weiter entfernt, bald nSher , je 
nach seiner Lage zu dem Kegelschnitte. Er kann selbst in seine Polare fallen. 
Dieses trifft zu , wenn die Coordinaten oJq, y^^ z^ der Gleichung 9) gentigen, das 
heisst, wenn f{x^, y^^ Zq) = 0. 

Es fSUt demnach der Pol nur dann in seine Polare, wenn er in der 
Peripherie des Kegelschnittes liegt. In diesem Palle hat auch die Polare eine 
ausgezeichnete Eigenschaft. Denn erinnern wir un§ der Construction von 
Punkten auf der Polare durch Strahlen , welche von dem Pole ausgehen, so 
giebt dieselbe in dem vorliegenden Falle nur Punkte, welche mit dem Pole zu^ 
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sammenfallen, aiisgenommen wenn derStrahl den Kegelschnitt in einem iinend- 
lich nahen Punkte schneidet, das heisst, wenn der Strahl Tangente des Kegel- 
Schnittes wird, unter welcher Bedingung jeder Punkt der Tangente als der 
vierte harmonische Punkt zu betrachten ist. Wir schliessen hieraus : 

12) ■ Wejin der Pol auf dem Kegelschnitte selbst liegt, so 
wird seine Polare Tangente des Kegelschnittes fiir den Pol, und 
der Pol der Tangente eines Kegelschnittes ist ihr Bertthrungs- 
punkt. 

Es ist demnach 9) die Gleichung der Tangente des Kegelschnittes in dem 
Punkte 0, wenn dieser Punkt ein Punkt des Kegelschnittes ist. 

Die von einem gegebenen Punkte ausgehenden Tangenten eines Kegel- 
schnittes construirt man nach dem Vorhergehenden , wenn man die Schnitt- 
punkte der Polare und des Kegelschnittes mit dem gegebenen Punkte durch 
gerade Linien verbindet. Diese Verbindungslinien sind Tangenten des Kegel- 
schnittes, weil die Schnittpunkte der Polare, als Pole betrachtet, Polaren haben, 
welche sich in dem gegebenen Punkte schneiden. 

Wie vorhin dem Pole , so kOnnen wir auch der Polare eine specielle Lage 
geben, sie zum Beispiel in das Unendliche fallen lassen und die Eigenschaften 
des Poles untersuchen. Dieses wird auf den Mittelpunkt des Kegelschnittes 
ftlbren. 

Es ist eine charakteristische Eigenschaft der Polare, dass sie mit dem 
Kegelschnitte jeden Strahl harmonisch theilt, der von dem Pole ausgeht. Liegt 
nun die Polare im Unendlichen , so schneidet jeder von dem Pole ausgehende 
Strahl die Polare in einem Punkte des Unendlichen. Der ihm zugeordnete 
han^^onische Punkt auf dem Strahle liegt in derMitte der beid^ Schnittpunkte. 
Wir k5nnen demnach sagen : Der Pol der geraden Linie im Unendlichen halbirt 
jede Sehne des Kegelschnittes, welche durch ihn geht. Ein Punkt aber, der 
jede durch ihn gehende Sehne des Kegelschnittes halbirt, heisst Mittelpunkt 
des Kegelschnittes. Auf Grund dieser Definition konnen wir nun den 
Satz aussprechen : 

13) Der Pol der geraden Linie, welche im Unendlichen 
liegt, ist der Mittelpunkt des Kegelschnittes. 

Die eben angestellte geometrische Entwickelung fordert auf zur Be- 
§timmung der Coordinaten des Mittelpunktes eines Kegelschnittes. Um dieser 
Aufforderung nachzukommen, gehen wir zurtlck auf die Gleichung 9) der Polare 
des Punktes 0. Diese Polare fSllt in das Unendliche unter den Bedingungen : 

Es sind also dieses die linearen Gleichungen, aus welchen die homogenen 
Coordinaten aj^, y^, Zq des Mittelpunktes zu bestimmen sind. Jede Gleichung 
ftir sich stellt eine gerade Linie dar, welche zu dem Kegelschnitte in einer ganz 
bestimmten Beziehung ^teht. Diese Beziehung ergiebt si6h aus der Gleichung 
der Polare x^f{x\ ^y^fix) + z^f^z) —0 des Poles 0, wenn man den Pol 
entweder in das Unendliche x -Axe , oder in das Unendliche der y-Axe rttcken 
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iSsst. Denn setzt man in dem ersten Falle jr^ = 1, y^ = 0, i!Q = 0, und im 
zweiten Falle Xq=0^ y^i^l, 0Qf=Oj so erhSlt man die Gleichungen der Polaren 
der genannten beiden Punkte im Unendlichen : 

u) f{x)=o, ntf)=o, 

welche, abgesehen von derBezeichnung derUnbekannten, mit den vorhergehen- 
den Gleichungen vollkommen tibereinstimmen. Und in der That muss sich 
auch nach dem Satze 8) der Pol der geraden Linie im Unendlichen, das ist der 
Mittelpunkt des Kegelschnittes, als der Schnitt der Polaren jener beiden auf 
den Coordinatenaxen im Unendlichen gelegenen Punkte bestimmen lassen. 

Es erhebt sich nun die Frage , ob der Mittelpunkt des Kegelschnittes auf 
der Curve selbst liegen kann. Dieses wird zutreffen, wenn die aus 14) be- 
rechneten Werthe der Coordinaten in die Gleichung xf{x)+yf\y)+zf{g)=0 
des Kegelschnittes gesetzt, der Gleichung genttgen. Da aber die beiden ersten 
Glieder der letzten Gleichung auf Grund von 1 4) verschwinden , so wird der 
Mittelpunkt des Kegelschnittes auf der Curve selber liegen, wenn folgenden 
drei Gleichungen zugleich geniigt werden kann : 

15) f(x).= (), m = 0,f{^) = 0. 

Es sind dieses die Gleichungen 6) der vorhergehenden Vorlesung , der Be- 
dingungen fUr ein Linienpaar. Wir konnen demnach sagen : 

16) Wenn der Mittelpunkt eines Kegelschnittes auf der 
Curve selbst liegt, so ist der Kegelschnitt ein Linienpaar und 
sein Mittelpunkt der Scbnittpunkt des Linienpaares. 

Die die Coordinaten des Mittelpunktes eines Kegelschnittes / (a?, y^ 0) = 
bestimmen den Gleichungen 14) sind fqlgende: 

a^QX + aJ^^y + a^20^O. 
Die Werthe der Unbekannten in ihnen stellen sich dar alsBriiche mitdem- 
selben Nenner, der folgende Determinante ist : 



17) 






Verschwindet sie, so werden die Coordinaten des Mittelpunktes unendlich gross 
und der Mittelpunkt liegt im Unendlichen. Von Kegelschnitten dieser Gattung 
sagt man, dass sie keinen Mittelpunkt haben, und nennt sie Par ab ein. Alle 
anderen Kegelschnitte haben Mittelpunkte , welche im Endlichen liegen. Wir 
drtlcken dieses kurz so aus : 

18) Wenn f(xyy^ z) = die homogene Gleichung eines Kegel- 
schnittes ist, so stellt dieselbe eine Parabel dar unter der Be- 
dingung, dass diejenigeUnterdeterminante der F unction /*(flj,i/,2) 
verschwindet, welche dem letzten Elemente a^^ cntspricht. 

Der Mittelpunkt eines Kegelschnittes kann unter Umstfinden der Anfangs- 
punkt des Coordinatensystemes sein. Es muss sich dieses aber in der Gleichung 
des Kegelschnittes selbst gel tend machen, die in diesem Falle Mittelpunkt- 
Gleichung genannt wird. Die Coordinaten des Anfangspunktes sind ir = y = 
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Setzen wir diese Werthe der Coordinaten in die letzten , den Mittelptinkt be- 
stimmenden Gleichungen, so erhalten wir a2o = «2i=0. Das will sagen: In 
der Mittelpunkt-Gleichung eines Kegelschnittes fehlen die 
beiden Glieder, welche die erste Potenz von x nnd die erste 
Potenz von y zum Factor haben. 

Wenn diese beiden Glieder in der Gleichung der Kegelschnitte fehlen, so 
kann man auch direct nachweisen, dass jede durch den Anfangspunkt gezogene 
Sehne dnrch ihn halbirt wird. Denn wenn x, y, die Coordinaten des einen 
Schnittpunktes der Sehne sind, welche der Gleichung des Kegelschnittes ge- 
ntigen, so geniigen auch die Coordinaten x, y, —z des auf der anderenSeite der 
Sehne gleichweit von dem Anf angspunkte entfernten Punktes der Gleichung. 

Die Bestimmung der Coordinaten des Mittelpunktes eines Kegelschnittes 
lasst sich auch als eine Aufgabe der DiiFerentialrechnung auffassen. Denn 
machen wir von den gewohnlichen Coordinaten Gebrauch , indem wir ^e: = 1 
setzen, sobestimmen bekanntlich die Gleichungen 14) die Werthe derVariabelen, 
welche die Function f(x^ «/, 1) zu einem Maximum oder Minimum machen. Wir 
kSnnen daher sagen: 

19) Die Coordinaten des Mittelpunktes eines Kegel- 
schnittes f(fl7,^,l)=0 haben die charakteristische Eigenschaft, 
die Function f^x^y^l) zu einem Maximum oder Minimum zu 
machen. 

Auf dieUntersuchung, ob ein wirkliches Maximum oder Minimum vorliegt, 
gehen wir hier nicht naher ein, bemerken aber, dass dieselbe auf den Unter-' 
schied der beiden Geschlechter der Kegelschnitte flihren wiirde, welche einen 
Mittelpunkt haben , von welchem TJnterschied in der einundzwanzigsten Vor- 
lesung die Eede sein wird. 

Wir wollen uns nun ein algebraisches Hiilfsmittel schaffen, welches dazu dienen 
soil , um von den Coordinaten des Poles zu den Coordinaten seiner Polare und 
umgekehrt von den Coordinaten der Polare zu den Coordinaten des Poles tiber- 
zugehen. Zu diesem Zwecke wenden wir uns der Gleichung der Polare 9) des 
Punfctes wieder zu. Bezeichnen wir mit Wq, Vq, Wq die Coordinaten der Polare, 
so konnen wir setzen : 

und erhalten daraus mitWeglassung des Index folgende Relationen zwischen 
den Coordinaten a?, y, z und den Coordinaten w, Vy w seiner Polare : 

20) \fXx) = M, iifiy) = V, \f\e) - w. 

Will man umgekehrt die Coordinaten des Poles durch die Coordinaten der 
Polare ausdrticken , so hat man diese linearen Gleichungen 20) nach den Un- 
bekannten a?, «/, z aufzulosen, was in dem Folgenden geschehen soil. 

In 8) ist die Function f der Variabelen x^ «/, z als eine Function ihrer par- 
tiellen Differentialquotienten dargestellt werden, welche unter Vermittelung der 
Relationen 20) in eine Function F{u^ v, w) derVariabelen w, v, w tlbergeht, so 
dass man hat ; 
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21) fix, y,z)^F (w, v,w) = - 



^00» ^01> ^02> ** 
^10> ^11» ^12> ^ 



Die Functionen f{xyz) und F(uvw) heissen reciproke Functipnen, 
well, wie es sich soglewh zeigen wird , eine jede aus der andern durch dieselbc 
Operation hervorgeht. 

Urn dieses zu beweisen, heben wir zwei Formen der Function F hervor: 

F(u, V, w) = f{x, y, z) 
F(u, V, w)=^xu + yv + 0w. 

Es sind dieses Gleichungen, welche unter Vermittelung der Gleichungen 
2()) identische werden , sowohl in RUcksicht auf die Variabelen x, y, z^ als in 
Riicksicht auf die Variabelen w, v, w. Die partielle Differentiation nach den 
letzteren Variabelen ist daher auch erlaubt und es entstehen daraus gerade die- 
jenigen Gleichungen, welche wir abzuleiten beabsichtigen. 

Die Differentiation nach derVariabele wder ersten Gleichung ergiebt: 

n«)=|^r(:c)+||n.) + |^m 

you du ou J 
und der zweiten Gleichung: 

F {u)=x+ \--u+^v + — w\. 

(du du du } 

Dividirt man die erste von diesen Gleichungen durch 2 und zieht sie von 
der letzten Gleichung ab, so erhfilt man: 

, Auf diese Weise erhalt man durch Differentiation derselben beiden Gleich- 
ungen nach den Variabelen u, ^?, w der Reihe nach die Gleichungen : 

22) i F'{u) = ^, i F'{v) = y, i F'iw) = z. 

Es sind diese Gleichungen nichtsAnderes, als dieAuflSsungen der Gleich- 
ungen 20). 

Man kommt demnach, wenn die Function JPgegeben ist, auf dieselbe Weise 
zu der Function /i als umgekehrt. Man braucht fur die halben partiellen 
Differentialquotienten der gegebenen Function F nur neue Variabelen in F ein- 
zufuhren, um den Ausdruck der reciproken Function /'zu erhalten. 

Die oben dargelegte ReciprocitSt der Functionen fund ^muss sich auch in 
der Geometric geltend machen und es wird unsere nSchste Aufgabe sein, sie 
zur Anschauung zu bringen. 

Wir gehen zu diesem Zwecke von den Gleichungen 20) oder, was dasselbe 
ist , von den Gleichungen 22) , den Relationen zwischen den Coordinaten des 
Poles und den Coordinaten seiner Polare aus , welche, wie wir gesehen .haben, 
die folgende Gleichung zu einer identischen Gleichung machen: 
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23) f{x,y,e) = F{u,v,w). 

Diese Gleichung sagt uns, dass ihr rechter Theil verschwinden muss, wenri 
der linke Theil verschwindet. Der linke Theil ver^chwindet aber nur, wenn 
der Pol den Kegelschnitt^durchlSuft. Da unter dieserVoraussetzung nach 12) 
diePolareTangente des Kegelschnittes wird, so machen ihre Coordinaten w, v, w 
auch die Function P verschwinden j aber nur in dem vorgesehenen Falle. Es 
werden daher t*, v, w nur dann die Coordinaten einer Tangente des Kegel- 
schnittes sein, wenn sie der Gleichung gentigen: 
23) F{u,v,w)^0, 

und umgekehrt werden die Coordinaten einer jedenTafagente des Kegelschnittes 
diese Gleichung befriedigen. 

Denkt man sich nun den Kegelschnitt gegeben , nicht wie zu Anfang der 
vorhergehendenVorlesung dm-ch seine Punkte, sondern durch seine Tangenten, 
so ist die angegebene Gleichung 24) der analytische Ausdruck des Kegelschnittes. 
Wir werden deshalb die Gleichung 24) die Gleichung des Kegelschnittes 
in Liuiencoordinaten nennen, Denn jede gerade Linie, deren Coordinaten 
der Gleichung gentigen, ist Tangente des Kegelschnittes, jedoch keine andere. 

Die einzige Ausnahme von der doppelten Darstellung des Kegelschnittes 
durch seine Gleichung /*= in Punktcoordinaten und durch seine Gleichung 
jp=0 in Liuiencoordinaten macht das Linienpaar. Denn in diesem Palle ver- 
schwindet in 8), und 21) die Determinante A und es iSsst sich nicht mehr wie in 
8) die Function f eindeutig als eine Function ihrer partiellen Differential- 
quotienten oder, wie in 21), als eine Function der Liuiencoordinaten darstellen. 

Eine eingehendere Untersuchung der Function J^ mit Weglassung des 
unendlich werdenden Factors wurde ergeben,dass sie das Quadrat ist einer linearen 
Function, welche gleichNuU gesetzt, die Gleichung des Punktes wird, inwelchem 
sich das Linienpaar /*= schneidet. 



Achtzehnte Vorl'esung. 

Weitere allgemeine Eigenschaften der Eegelschnitte. 

Nachdem wir in der vorhergehenden Vorlesung , von der Gleichung "^l) 
f{x^ytZ)^=0 des Kegelschnittes in Punktcoordinaten ausgehend, am Schlusse 
derselben den Begriff der Kegelschnitt-Gleichung 20) i^(w, v^w) = in Linien- 
coordinate"!n entwickelt haben, so empfiehlt es sich, ah diese Gleichung ganz 
analoge Betrachtuftgen anzuknttpfen, als in der sechszehnten Vorlesung an die 
Gleichung f{x^ y, z) = 0. Und in der That bezweckt diese Vorlesung Nichts 
weiter, als die in jener Vorlesung aufgestellten Gleichungen nach Verlinderung 
der Punktcoordinaten in Liuiencoordinaten geometrisch zu interpretiren. 

Die Function F{u^ t?, w) bat die Form : 
1) JP(|«, t;, w) = e^u^ + e^ v^ + 622^^^ + ^e^^vw ^2e^QWu + 2eQ^uv 



Weitere allgemeine Eigenschaften der Kegelschnitte. 
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und die Verh&ltnisse der seche Coefficienten e in der Gleichnng 2^(w, ^?, w) = 
des Kegelschiiittes werden die Natur und die Lage desKegelschnittes bedingen. 

Wenn der Kegelschnitt eine durch ihre Coordinaten gegebene gerade Linie 
als Tangente hat, so mtissen diese Coordinaten, an Stelle derVariabelen gesetzt, 
der Kegel schnitt-Gleichung genilgen. Dieses giebt eine lineare homogene Be- 
dingungsgleichung zwischen den Coefficienten. Da nun flinf solcherBedingungs- 
gleichungen erforderlich sind, um dieVerhaltnisse der sechs Coefficienten fest- 
zustellen, so erkennen wir darin den Beweis des Satzes : 

Durchftinf beliebig gewShlte Tangenten ist imAllgemeinen 
der Kegelschnitt bestimmt- 

XJnter gewissen UmstUnden kann der Kegelschnitt ein Punktepaar werden, 
unter anderen Umstanden kann er unbestimmt bleiben. 

Bezeichnen wir mit w, v, w die variabelen Coordinaten der Tangente eines 
Kegelschnittes und mit angehSngten Indices die Coordinaten von beliebig ge- 
gebenen filnf Tangenten, so haben wir folgende sechs Gleichungen : 
JF (w, V, w) = 0, JP(wi, «?i, wj = 0, F(u^, t;j, w^) = 0, 
i^(t*3, Vg, Wg) = 0, F{u^, v^, wj = 0, f(u^, Vg, w^) = 0, 
aus welchen durch Elimination der sechs Coefficienten e die Gleichung desjenigen 
Kegelschnittes hervorgeht, welcher die fttnf gegebenen Tangenten hat: 

2) ^ = 0, 

wenn wir unter J die Determinante verstehen : 



3) 



J = 



A 


f*. 


w^, 


«1*. 


n', 


w^\ 


V. 


V; 


^2^ 


V' 


"s 1 


«^3^ 


V, 


V. 


«^4^ 


«5*. 


V. 


«^5^ 



\ V^W^, W^U^, U2V2 

\ t^a^s, w^u^, W3V3 

Bezeichnen wir femer mit CT, TJ^.., die Ausdrttcke : 

U^au-{-'hV'\' cw 

und nehmen an, dass von den ftinf gegebenen Tangenten die drei letzten durch 
einen und denselben Punkt gehen , der durch seine Gleichung £7"= gegeben sei, 
sogeht auf demselben Wege wie in der sechszehnten Vorlesung aus der Gleichung 
3) die Gleichung 5) hervor : 



4) 



5) 



ale J=^UU^U^ 



«*, «;, w 
«*i> «^i, «^i 

«*2» «^2» «<^2 



^4«^4» «^4W4» «*4^4 



welche Gleichung geometrisch gedeutet den Satz giebt: 

Wenn von ftinf gegebenen Tangenten eines Kegelschnittes 
drei Tangenten durch einen und denselben Punkt gehen, so zer- 
fallt der Kegelschnitt in zwei Punkte, von welchen der eine der 
genannte Punkt ist, der andere der Schnittpunkt der beiden 
tibrigen Tangenten. 

Hrsbr, Vorlesnngen. 2 
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In (leiD Falle, dass von den fiinf gegebenen Tangenten vier Tangenten dnrch 
einen und denselbeu Punkt gehen , zerfallt der Kegelschnitt ebenf alls in ein 
Pimktepaar. Der eine von diesen Punkten ist der gemeinsame Schnittpunkt 
der vier Tangenten, der andere Punkt kann aber auf der letzten Tangente be- 
liebig gewahlt werden. Der Kegelschnitt wird also ein nicht voUkommen be- 
stimmtes Punktepaar. Auf Grund dieser geometrischen Betrachtung kann- 
man schliessen , dass in dem vorliegenden Falle die Determinante A identisch 
verschwindet, und darauf bin sich die Aufgabe stellen, das Verschwinden der 
Determinante ^ algebraisch nachzuweisen. 

Wir nehmen diese Aufgabe um so lieber auf, als sie uns die Gelegenheit 
bietet, einen Satz, den wir in der neunten Vorlesung nur ganz fltlchtig an- 
gedeutet haben , hier nachzuti*agen und zur Anwendung zu bringen. Dieser 
Satz, welcher dem Satze 86) dort entspricht, lautet: 

Wenn ZJ^ = 0, ?72 = (), TJ^ — ^, U^ = die Gleichungen von 
jrgendvier geraden Linien sind, welche durch denselben Punkt 
gehen, so lasse^i sich vier Factoren x der Art bestimmen, dass 
man identisch hat: 

6) x,'U,' + x,U/ + x^U^^ + x,U,^^0, 

und umgekehrt drucken jene vier Gleichungen solche gerade' 
Linien aus, welche sich in demselben Punkte schneiden, wenn 
sich vier Factoren der genannten Art bestimmen lassen. 

Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich aus dem Beweise jenes hervor- 
gehobenen Satzes 36) durch blosse Vertauschung von Punkt und gerader Linie 
oder von Punktcoordinaten mit Liniencoordinaten. 

Sehen wir jedoch ab von demWege der Erfindung und stellen uns die 
Aufgabe , den Satz nur zu beweisen , so werden wir sagen , dass unter den Be- 
dingungen des Satzes zwei Symbole U^ und U^ linear zusammengesetzt wer- 
den kojinen aus den beiden anderen Symbolen U^ und U2 wie folgt: 

U^^imU^+n ZJg, U^ =p U^ + q U^, 

Quadriren wir diese Gleichungen und eliminiren dann das Product U^ U^, 
so erhalten wir eine lineare identische Gleichung zwischen den Quadraten der 
vier Symbole wie in dem Satze. Findet umgekehrt zwischen den Symbolen 
von irgend vier geraden Linien die identische Gleichung 6) statt, das ist eine 
Gleichung , welche fQr beliebige Werthe der Variabelen x und y verschwindet, 
so verschwinden in der nachPotenzen undProducten der Variabelen geordneten 
Gleichung 6) sammtliche Coefficienten. Durch Differentiation der Gleichung 
nach der einen Variabele oder nach der anderen erhalt man deshalb wieder 
indentische, aber lineare Gleichungen zwischen den vier Symbolen, vermittelst 
welcher sich zwei Symbole durch die beiden anderen linear ausdrttcken lassen. 

Diese identische Gleichung 6) zerfallt nun wie die gleichlautende Gleichung 
in der sechszehnten Vorlesung in sechs Gleichungen 6), auf Grund welcher das 
identische Verschwinden der Determinante J sich in gleicherWeise nachweisen 
ISsst, als in der genannten Vorlesung flir den entsprechenden Fall. 



Weitere allgemeine EigenBchaften der Kegelschnitte. 19 

Der Kegelschnitt 2^ (w, «;,«?) = wird ein Punktepaar, wenn der linke 
Theil der Uleichung in zwei Factoreu A und B zerlegbar ist, so dass man 
identisch bat : 

Diiferentiirt man diese Gleichung nach den Variabelen, so erMlt man drei 
Gleicbungen , deren rechte Theile verschwinden , wenn man unter u^ «;, w die 
Coordinaten der geraden Linie versteht, welche die Punkte ^ = nnd ^ = 
verbindet. Unter dieserVoraussetzung hat man dann: 

7) F\u) = 0, F\v) = 0, F \w) ='0, 

und das Resultat der Elimination aus diesen Gleichungen-i 



8) 






= 



wird die Bedingung sein, unter welcber die Kegelschnitt-Gleichupg ein Punkte- 
paar darstellt. Wir driicken dieses ktlrzer so aus : 

9) Wenn JP(w, v^w)=0 dieGleicbung eines Kegelschnitt es ist 
in homogenen Liniencoordinaten, so wird der Kegelschnitt ein 
Punktepaar unter der Bedingung, dass die Determinante der 
Function i^ verschwindet. 

Das gleichzeitige Bestehen der drei Gleichungen 7) kann ebenfalls als ein 
Kriterium fiir ein Punktepaar gelten , und in der That ftihrt dieses Kriterium 
oftmals viel einfacher zum Ziele, wie zum Beispiel, wenn man direct nach- 
weisen will, dass die Gleichung 11) aus der sechszehntenVorlesung: 

f(bw — ct7, cu — aw^ av— Z>w) = 
ein Punktepaar darstellt, welches auf der durch die Coordinaten a, &, c ge- 
gebenen geraden Linie liegt. Differentiirt man nUmlich die Gleichung partiell 
nach te, v, «;, so erhSlt man drei Gleichungen , welche in Rtlcksicht auf die 
Variabelen (hw — cv), {cu — aw\ (av — bu) linear und' homogen sind. Da 
nun diese Variabelen verschwinden fiir t*=a, v=bj w = c, so warden auch die 
drei Gleichungen ftir die genanntenWerthe erfCQlt. 

Stellen wir nun die Gleichung eines Kegelschnittes in Liniencoordinaten 
zusammen mit der Gleichung eines Punktes , so giebt es zwei Werthsysteme 
fiir die Variabelen, welche beiden Gleichungen zugleich geniigen. Daraus 
schliessen wir: 

Von einem beliebig gegebeuen Punkte lassen sich an einen 
Kegelschnitt zwei Tangenten legen. 

Daran knUpft sich nun die Aufgabe : 

Die Gleichung des Tangentenpaares zu bestimmen, welches 
von einem gegebenen Punkte an einen Kegelschnitt gezogen 
werden kann. 

Wenn 

10) F{u,v,w)==0, 

2* 
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die Qleichungen des Kegelscbnittes nnd des Punktes sind und UyV,w die Co- 
ordinaten der Tangente, welche beiden Gleichiingen zugleich genUgen, so wird : 

11) ux + vy '\'WZ = 

die Gleichung der Tangente selbst. Das Resultat der Elimination derVariabelen 
u^v,w aus den angefiihrten drei Gleichungen giebt die Gleichung des verlangtien 
Tangentenpaares : 

12) F{l)z — cy^ ex — ae^ ay — hx) == 0. 

Es ist dieses eine Gleichung, an welcher die in der sechszehntenVorlesung 
entwickelten Bedingungen 7) ftir ein Linienpaar sich leicht nachweisen lassen. 

In derselben, der sechszehntenVorlesung wurde bewiesen, dass es nur 
vier Werthsysteme giebt , welche zweien Gleichungen des zweiten Grades mit 
zwei Unbekannten zugleich genttgen. Sind demnach die Gleichungen von zwei 
Kegelschnitten in Liniencoordinaten gegeben, so werden auch nur vierSysteme 
Werthe der Coordinaten den Gleichungen gentlgen, was sich geometrisch so 
ausdriicken iSsst: 

An zwei Kegelschnitte lassen sich vier gemeinschaftliche 
Tangenten legen. 

Diesem Satze schliesst sich die Aufgabe an : 

Die Gleichung der vier gemeinschaftlichen Tangenten zu 
bestimmen, welche sich an zwei gegebene Kegelschnitte 
JP(w,!;,w') = und (w, -y, «/;) = legen lassen. 

Wenn wir zu diesem Zwecke die Determinante D bilden : 

F\u), F\v\ F\w) 

^■, y, « 

und setzen: 

• R^ux + vy -{-wz^ 

so erhalten wir die gesuchte Gleichung als das Resultat der Elimination der 
Quadrate und der Producte derVariabelen u^v, w aus folgenden Gleichungen: 

F{u^v, w) = 0, Q{u,v,w) = 0, 2)= 0, 

Vier Tangenten bestimmen einen Kegelschnitt nicht vollstSndig. Wenn 
vier Tangenten gegeben sind als die gemeinschaftlichen Tangenten zweier ge- 
gebenen Kegelschnitte F=0 und = 0, so stellt sich die Gleichung eines 
jeden Kegelscbnittes, welcher die vier gegebenen Tangenten hat, in der Form dar: 

13) F{u,v,w) ~ l^{u,v,w)==Q, 

Die Variation des Factors A lasst, wie leicht zu erweisen ist, daraus alle 
mSglichen Kegelschnitte hervorgehen , ftir welche die vier gegebenen geraden 
Linien Tangenten sind. 

Unter dieser Schaar von Kegelschnitten, welche vier gegebene gerade 
Linien bertihren, befinden sich drei Punktepaare, namlich diejenigen drei * 
Punktepaare , in welchen sich die vier gegebenen geraden Linien schneiden. 
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Nimmt man nun zwei von diesen Punktepaaren fttr die Kegelschnitte F=0 
und = 0, so iSsst sich immer ein Factor I der Art bestimmen, dass die 
Gleichung 13) das dritte Punktepaar darstellt, und dieses lasst sich als Satz 
ausdrtlcken wie folgt: 

14) Wenn § = 0, ^^ = 0, §2=^ ^^® Gleichungen von drei 
Punktepaaren sind, in welchen sich vier gerade Linden schnei - 
den, solassen sichdreiFactoren qder Art bestimmen, dass man 
identisch hat: 

aQ + qiQi + Q2Q2 = 0, 

und umgekehrt liegen dreiPunktepaaf e aufeiner geradenLinie, 
wenn sichFactoren der Art bestimmen lassen. 

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes 31) der achten Vor- 
lesung. Er beweist, dass drei Punktepaare der Involution zu betrachten sind 
als die Grenze von drei Punktepaaren , in welchen sich vier gerade Linien 
schneiden fttr den Fall , dass die vier geraden Linien in eine zusammenfallen. 



Neunzehnte Vorlesung. 

Fortsetznng der siebenzehnten Torlesung ilber Pole und 

Polaren der Kegelschnitte. 

Wir gehen von der Kegelschnitt-Gleichung aus in Liniencoordinaten : 

1) F(u,v,w):^0, 

und bringen dieselbe in Verbindung mit den Coordiuaten w, v, w irgend einer 
geraden Linie, welche durch den Scl^ittpunkt zweier geraden Linien und 1 
geht, deren Coordinaten wir durch angehangte Indices bezeichnen : 

w = Wq + ^ ^u 

2) v = Vq + kvi, 

Die gerade Linie wird Tangente des Kegeischnittes , wenn die Variabele I 
einen Werth erhalt, welcher der Gleichung genttgt : 

3) F{uq + Awp Vq + At?,, Wq + Xw^)^ 0, 

Da diese Gleichung in A quadratisch ist, so werden sich von dem oben 
genannten Schnittpunkte aus zwei Tangenten an den Kegelschnitt legen lassen, 
was wir bereits in der vorhergehenden Vorlesung auf einem anderenWege ein- 
gesehen haben. Der einen Wurzel A der quadratischen Gleichung wird die 
eine, der anderen Wurzel die andere Tangente entsprechen, und dasVerhSltniss 
der beiden Wurzeln wird das anharmonische Verhaltniss des Tangentenpaares 
zu dem gegebenen Linienpaare sein. Das Tangentenpaar wird zugleich mit 
den Wurzeln der quadratischen Gleichung reell oder imaginSr. In dem Grenz- 
falle der gleichen Wurzeln fallen die Tangenten zusammen und der Schnitt- 
punkt der gegebenen beiden geraden Linien und 1 vdrd ein Punkt des Kegei- 
schnittes. 
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Diese kurzenAndeutungen mogen genUgen, um die quadratischeGleichung 
3) als die Quelle erscheinen zu lassen, aus welcher die Antworten anf viele sich 
hier aufdrJingende Fragen geschSpft werden kSnnen. 

Die quadratische Gleichimg 3) erhalt entwickelt die Form : 

wenn man setzt: 

2F^:=2F(u^VQtv^)==-u^F\ii^) + v^F\v^) + w^F\%v^\ 
2F^^^2F{u^v^w^)^u^F'iu^)+v^ F\v^) +w^F {w^)y 
2F..= %F\u,) + v.FXv^) + w^,F\w,\ 



5) 



01 



= u, F\uq) '+ v^ F\vq) + w^ F'(Wq). 



Dieses sind Ausdrttcke der Coordinaten der gegebenen beiden geraden 
Linien und J , welche sich, wenn man mit E die Determinante bezeichnet : 



6) 



E = 



^00» ^OV ^02 
^10» ^U) ^12 
^20» ^2P ^22 



analog den gleich nuraerirten Aiisdrticken in der siebenzehnten Vorlesung so 
wiedergeben lassen: 



7) 







^00' 


^01? 


^02» 


i^'K) 


n.- 


1 




^2P 


^12> 
^22» 








i^'(«l). 


^F>,\ 


h ^"K), 






uud aus dieser Gleichung geht durch Specialisirung folgende hervor : 

W ^OP ^02» 2^W 

'lO> ^IP ^12» t ^ W 

6o/\« Cot» Coot ^ \^) 





8) F(M, «;,«;) = - ^- 



20» '^2P *"22» 

^F'H ^J-'W, i-F'W, 



Die Gleichungen 7) und 8) werden illusorisch, wenn die Determinante E 
verschwindet, das ist in dem Falle, wenn die Kegelschnitt-Gleichnng F{u^ v, m?) = 
ein Linienpaar darstellt. Es ist dieses ganz analog dem Falle in der sieben- 
zehnten Vorlesung, wenn dort die Kegelschnitt- Gleichung ein Linienpaar 
ausdrtickt. 

Das anharmonische VerhSltniss des Ta.ngentenpaares aus dem Schnitt- 
punkte der gegebenen beiden geraden Linien und 1 an den Kegelschnitt ge- 
legt, wird ein harmonisches, und die genannten beiden geraden Linien werden 
harmonische Polaren des Kegelschnittes , wenn die Summe derWurzeln der 
quadratischen Gleichung 4) verschwindet, das ist unter der Bedingung F^^^ = 0. 

Harmonische Polaren des Kegelschnittes werden nSmlich zwei ge- 
rade Linien genannt, welche harmonisch sind zu dem Tangentenpaare, welches 
von ihrem Schnittpunkte aus an den Kegelschnitt gelegt werden kann. Die 
Bedingung ftir ein Paar harmonisch er Polaren und 1 des Kegelschnittes ist 
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demnach die Gleichung F^^^ ■=■ , oder , wenn wir mit w, v, tv die Coordinaten 
der geraden Linie I bezeichnen: 

9) u F\u,) + V F'(^i) + ^o F'{wi) = 0. 

Diese Gleichung ist die Gleichung eines Punktes. Es ist demnach die 
einer gegebenen geraden Linie zugeordnete Polare nicht eine ganz bestimmte 
gerade Linie, sondern jede gerade Linie, welche durch^ denjenigen Punkt geht, 
dessen analytischer Ausdruck die Gleichung 9) ist. Daran kntipft sich nun die 
Frage, welche Lage der genannte Punkt zu der gegebenen geraden Linie 
haben wird, eine Prage, die in dem Folgenden beantwortet werden soil. 

Wir gehen zu diesem Zwecke von der in der sechszehntenVorlesung unter 
5) aufgeftihrten Function f^^ aus, einer Function der Coordinaten irgend zweier 
Pole und 1 des Kegelschnittes. Die Coordinaten der Pole lassen sich nach 
20) und 22) der siebenzehnten Vorlesung ersetzen durch die Coordinaten ihrer 
Polaren. Hierdurch erhalt man f^^ = Fq^ oder mitWegiassung des Index 1 die 
Gleichung: 

10) xfix,) + yfX%) + enn) = uF'{u,) + v F'ivo) + wF\w,). 

Diese Gleichung, von welcher die Gleichung 23) in der siebenzehnten Vor- 
lesimg ein specieller Fall ist , wird wieder eine identische , wenn man auf der 
linken Seite die Coordinaten der Pole ausdriickt durch die Coordinaten ihrer 
Polaren, oder auf der reohten Seite die Coordinaten der Polaren ersetzt durch 
die Coordinaten ihrer Pole. 

Dass eine Seite der Gleichung nicht verschwinden kann , ohne die andere 
Seite verschwinden zu machen , davon sind die folgenden Satze die geometrische 
Interpretation. 

11) Die Polaren von zwei harmonischen Pol en eines Kegel- 
schnittes sind harmonische Polaren. 

12) Die Pole von zwei harmonischen Polaren eines Kegel 
schnittes sind harmonische Pole. 

Ferner ist ersichtlich, dass die Gleichung 9), welcher man auch die Ge- 
stalt geben kann : 

u^F'iu) + v^F'iv) + w^F\w) = 0, 

die Gleichung des Poles ist der durch ihre Coordinaten t*Q, «;^j, tv^ gegebenen 
geraden Linie.. 

Der Pol wird der Mittelpunkt des Kegelschnittes, wenn seine Polare in das 
Unendliche fallt , das ist , wenn Uq = t^Q = 0, und unter dieser Voraussetzung 
geht die zuletzt angegebene Gleichung liber in die Gleichung des Mittelpunktes : 

13) F\w) = 0. 

Hieraus entspringt die Regel: Wenn man die Gleichung eines 
Kegelschnittes in homogenen Liniencoordinaten partiell nach 
der letzten Variabelen differentiirt, so erhalt man dieGleichung 
des Mittelpunktes. 
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Der Mittelpunkt eines Kegelschnittes , der in ein Punktepaar ausartet, ist 
der Mittelpunkt der geraden Linie , welche die Punkte verbindet. Stellt also 
die Kegelschnitt-Gleichung zwei Punkte dar, so wird nach der angegebenen 
Regel der Halbirungspunkt der Verbindungslinie sehr . einfach bestimmt , viel 
einfacher als in dem Satze 29) der achten Vorlesung, zu dessen Herleitung noch 
nicht die dargebotenen Hilfsmittel bereit lagen. 

Aus der letzten ausftihrlichhingescliriebenen Gleichung 13); 

entnehmen wir nun die homogenen Coordinaten 620? ^i^ ^22 ^^^ Mittelpunktes. 
Dieser Punkt wird im Unendlichen liegen, wenn ^22 =^* ^^ will aber sagen: 

14) Die Gleichung F{u^ v^ w) = eines Kegelschnittes stellt 
eine Parabel dar, wenn in derselben dasjenige Glied ver- 
schwindet, welches den Factor 1^^ hat. 

Die Coordinaten des Mittelpunktes werden die Coordinaten des Anfangs- 
punktes in dem Coordinatensysteme , wenn ^gQ = 621 = 0. Dieses drticken wir 
so aus: - , 

Die Mittelpunkt-Gleichung in Liniencoordinaten eines 
Kegelschnittes enthlllt die beiden Glieder nicht, welche die 
erste Potenz von u und die erste Potenz yon v zuFactoren haben. 

Es drttckt sich dieses nur anders aus , wenn wir in Erinnerung der Mittel- 
punkt - Gleichung in Punktcoordinaten eines Kegelschnittes sagen: ,,Die reci- 
proken Functionen f und ^ haben die Eigenschaft, dass, wenn in der einen 
Function zwei Glieder verschwinden, welche die Producte der Variabelen zu 
Pactoren haben, in der anderen die entsprechenden Glieder ebenfalls ver- 
schwinden." Der hervorgehobene Satz ist dann nur die geometrische Inter- 
pretation dieser Bemerkung, die auch algebraisch leicht nachgewiesen wer- 
den kann, 

Wir haben in dem ersten Theile unsererVorlesungen harmonische Linien- 
paare und Linienpaare der Involution kennen gelernt und ihre Eigenschaften 
erSrtert. Es drSngt sich nun die Frage auf , welches die Eigenschaften ihrer 
Pole sein werden und umgekehrt , welche Eigenschaften die Polaren von har- 
monischen Punktepaaren oder von Punktepaaren der Involution haben werden. 
Diese Frage soil in dem Folgenden zur Entscheidung kommen. 

Wir gehen zu diesem Zwecke von den Saizen 10) und 11) der siebenzehn- 
ten Vorlesung aus, von welchen der erste so ausgesprochen werden kann: 
„Beschreibt der Pol eines Kegelschnittes eine gerade Linie , so dreht sich die 
Polare um den Pol der geraden Linie." Ist demnach die Gleichung der geraden 
Linie gegeben, so geht dieselbe in die Gleichung ihres Poles tiber, wenn man 
die Coordinaten a?, t/, des Poles in ihr ersetzt durch die in 22) derselben Vor- 
lesimg angegebenen Ausdrttcke der Coordinaten der Polare: x = ^F'(u)i 
y = \F\v), z=^F\w). Der andere Satz: „Dreht sich die Polare um einen 
gegebenen Punkt in ihr, so beschreibt der Pol die Polare des Drehpunktes", 
lasst erkennen, dass man in der Gleichung eines gegebenen Punktes ftir die 
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Coordinaten u^ t;, w nach 20) nur zu substituiren braucht die Coordinaten des 
Poles wie folgt : u = \f\x) , v = ^/'(y) , w = \f'{p) , um die Gleichung der 
Polare des gegebenen Punktes zu erhalten. 

Sind nun die Gleichungen von zwei Linienpaaren gegeben , welche von 
einem und demselben Punkte ausgehen : 

und nimmt man an, dass durch die angegebenen ersten Substitutionen Uq in V^ 
und Ui in "P^ tibergehen, so werden die Gleichungen : 

7o = 0, Fi = 0, Fo-A7i = 0, r,-fiV, = 
respective die Pole jener geraden Linien darstellen. Es liegt aber zu Tage, dass 
das anbarmonische YerhS.ltniss I : (i der Linienpaare das gleiche ist, als das 
ihrer Polepaare. Dasselbe Ergebniss wittrde sich herausstellen , wenn man von 
den letzteren Gleichungen als von gegebenen Punktepaaren auf einer geraden 
Linie ausginge und durch die zweite Art der Substitutionen die Gleichungen 
auf die Form der ersten Gleichungen bringen woUte. Daraus entspringen nun 
die S^tze : 

15) Das anbarmonische VerhSltniss von zwei Linienpaaren, 
welche von demselben Punkte ausgehen, ist gleich dem an- 
harmonischen Verhaltnisse ihrer Polepaare. 

16) Das anbarmonische Verhaltniss von zwei Punktepaaren 
auf einer geraden Linie ist gleich dem anharmonischen Ver- 
haltnisse ihrer Polarenpaare. 

Wenn das anbarmonische VerhSltniss ein harmonisches wird, so folgen 
daraus die Satze: 

17) Die Pole von zwei harmonischen Linienpaaren sind 
harmonische Punktepaare. 

18) Die Polaren von zwei harmonischen Punktepaaren sind 
harmonische Linienpaare. 

Da nach der in der drittenVorlesung aufgestellten Definition drei Linien- 
paare eine Involution bilden, wenn sie harmonisch sind mit einem vierten 
Linienpaare, und nach der Definition in der ftlnften Vorlesung drei Punkte- 
paare eine Involution bilden, wenn sie harmonisch sind mit einem vierten 
Punktepaare , so entspringen, wenn wir entweder von dem vierten Linienpaare 
Oder von dem vierten Punktepaare ausgehen , aus den b^iden letzten Satzen 
f olgende : 

19) Die Pole von drei Linienpaaren der Involution bilden 
eine Involution. 

20) Die Polaren von drei Punktepaaren der Involution bil- 
den eine Involution. 

Es bleibt noch tibrig das Verhalten der Polare zu untersuchen , wenn der 
Pol einen zweiten gegebenen Kegelschnitt beschreibt, und das Verhalten des 
Poles , wenn die Polare sich als Tangente um einen zweiten gegebenen Kegel- 
schuitte bewegt. 
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Da bei dieser Grelegenheit mehrere Kegelschnitte auftreten , so wollen wir 
zur Unterscheidung denjenigen Kegelschnitt Directrix nennen, auf 
welchen Pol und Polare zu beziehen sind , nnd feststellen , dass f{Xy y, 0) = ^ 
F{u, Vy w) die Gleichungen der Directrix seien respective in Punkt- oder 
Liniencoordinaten. Als Directrix kann jeder beliebige Kegelschnitt dienen mit 
Ausnahme des Linienpaares und des Punktepaares. 

Beschreibt nun der Pol einen gegebenen Kegelschnitt: 

g? (a;, 2/, ^) = 0, 

und man ersetzt in der Gleichung die Coordinaten des Poles durch die be- 
kannten Ausdrticke der Coordinaten der Polare, so erhSlt man : 

die Grleichung eines zweiten Kegelschnittes in Liniencoordinaten. Die geo- 
metrische Deutung derselben giebt den Satz : 

19) Wenn der Pol einen Kegelschnitt beschreibt, so bewegt 
sich seine Polare als Tangente um einen zweiten Kegelschnitt. 

Die beiden Kegelschnitte heissen reciproke Polaren, weil jeder 
aus dem anderen in gleicher Weise entsteht. Um diese Eigenschaft der 
beiden Kegelschnitte nachzuweisen , fixiren wir auf dem ersten Kegelschnitte 
zwei Punkte und 1 und legen durch dieselben eine gerade Linie (01). Die 
Polaren der beiden Punkte und 1 , welche wir ebenfalls mit und 1 be- 
zeichnen wollen, sind nach dem eben bewiesenen Satze Tangenten des zwei- 
ten Kegelschnittes. Ihr Schnittpunkt (01) ist nach einem friiheren Satze der 
Pol der geraden Linie (01). Denkt man sich nun die beiden Punkte und 1 
auf dem ersten Kegelschnitte nahe geilickt, bis sie im Grenzfalle zusammen- 
fallen , so wird die gerade Linie (01) Tangente des ersten Kegelschnittes. In 
dem Grenzfalle fallen auch die Tangenten und 1 des zweiten Kegel- 
schnittes zusammen und ihr Schnittpunkt (01) wird der Bertihrungspunkt, 
der sich auf demselben Kegelschnitt befindet. Es ist hiermit der Beweis ge- 
liefert, dass die Polaren sammtlicher Punkte, welche auf dem zweiten Kegel- 
schnitte liegen, ftir den ersten Kegelschnitt Tangenten sind. Wir schliessen 
daraus auf den allgemeinen Satz : 

20) Wenn eine gerade Linie sich als Tangente um einen 
Kegelschnitt bewegt, so beschreibt ihr Pol einen zweiten 
Kegelschnitt. 

Der directe Beweis dieses Satzes nach der Analogic des Beweises fttr den 
vorhergehenden Satz ergiebt sich, wenn man den Kegelschnitt durch seine 
Gleichung, in Liniencoordinaten gegeben, annimmt: 

0(w, V, «-') = 0, 
und in demselben flir die Coordinaten der Polare , welche sich als Tangente um 
den Kegelschnitt bewegen soil , die bekannten Ausdrticke der Coordinaten des 
Poles substituirt. Auf diese Weiee erhalt man: 

die Gleichung des Kegelschnittes, welchen der Pol beschreibt. 
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Wenn wir nun, nm eine Uebersicht zu gewinnen, einen Rtlckblick werfen 
auf die Entwickelungen in den vorausgegangenenVorlesungen, so kann es nns 
nicht entgehen, dass die hervorgehobenen Satze sich grSsstentheils paaren 
in der Art, dass einem geometrischen Satze liber die Lage von Pankten und 
geraden Linien ein entsprechender Satz fiber die Lage von geraden Linien und 
Pnnkten in der correspondirenden Vorlesung gegentibersteht. Diese DualitSt. 
geometrischer Satze tritt lebhafter hervor in der zwSlften Vorlesung iiber das 
Pascal' sche und das Brianchon'sche Sechseck, welche sich bequem in 
zwei gesonderteVorlesungen zertheilen iSsst, wie umgekehrt je zwei corre- 
spondirende Vorlesungen sich in ShnlicherWeise zusammenfassen lassen. Das 
Band , welches je zwei correspondirende SStze verbindet , ist die Gleichung , in 
welcher man ein Mai den Variabelen die Bedeutung der Punktcoordinaten, das 
andere Mai die Bedeutung von Liniencoordinaten giebt. 

Eine Ausnahme bilden die Vorlesungen tiber den Kreis. Da erhebt sich 
nun die Frage , von welcher Art die geometrischen Satze sein werden , wenn 
man in den, die KreissStze beweisenden Gleichungen an Stclle, der Punkt- 
coordinaten Liniencoordinaten setzt und in dieser Voraussetzung die Grleichungen 
geometrisch zu interpretiren unternimmt. Es wird sich dann zeigen , dass in 
der angegebenen Richtung Kegelschnitte, welche einen Brennpunkt gemein 
haben, den Kreisen entsprechen nnd dass aus den KreissStzen SStze von Kegel- 
schnitten hervorgehen, welche einen Brennpunkt gemein haben. 

Sehen wir jedoch ab von der eben hervorgehobenen Ausnahme , so hat die 
synthetische Geometrie den unbestrittenen Ruhm , die Dualitat geometrischer 
SStze entdeckt und ein Princip aufgestellt zu haben , nach welchem aus einer 
grossen Klasse von bekannten geometrischen Sfitzen sich andere ableiten lassen, 
wie umgekehrt aus den abgeleiteten die bekannten SStze. Dieses Princip ist 
bekannt unter dem Namen des Gesetzes der Reciprocitat und wir wer- 
den es in der nftchsten Vorlesung ausffihrlich entwickeln. 

Was aber die beregte DualitSt zwischen Kreisen und Kegelschnitten mit 
einem gemeinsamen Brennpunkte anbetrifft, so behalten wir uns vor, in einer 
spateren Vorlesung auf dieselbe zurtick zu kommen, nachdem wir vorher die 
Eigenschaften der Brennpunkte und der confocalen Kegelschnitte entwickelt 
haben werden. Wir werden dann Gelegenheit nehmen zu zeigen, wie, unter 
Annahme einer besimmten Directrix , durch das ReciprocitStsgesetz die in den 
vorausgegangenen Vorlesungen entwickelten Eigenschaften der Kreise sich in 
engeVerbindung bringen lassen mit den Eigenschaften focaler und im Speciellen 
confocaler Kegelschnitte. Die zum Voraus angektindigte Vorlesung wird es sich 
zur Aufgabe machen, die vorausgegangenen Vorlesungen tiber Kreise gerade so 
zn ergSnzen, wie je zwei correspondirende Vorlesungen einander. 
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Zwanzigste Vorlesung. 

Das Gesetz der BeciproeitUt. 

Die in den vorausgegangenen Vorlesungen • entwickelten Satze tiber Pole 
und Polaren eines Kegelschnittes bilden die Grundlage fttr das Gesetz der 
Reciprocitat, eines Gesetzes, durch welches sich aus einer grossen Classe 
von bekannten SStzen iiber die Lage von Figuren nnd Figurentheilen njene 
Satze ableiten lassen, welchewieder auf die bekannten Satze zurtickfiihren, wenn 
sie als die bekannten Satze vorausgesetzt werden. Solche Satze der Geometrie 
heissen. deshalb reciproke Satze. Wir werden sie in dem Polgenden neben- 
einander stellen, wie das in der elften und zwolften Vorlesnng in der Voraus- 
sicht der nachfolgenden bereits geschehen ist. 

Um das beregte Princip der Uebertragung an einigen Beispielen deutlich 
zu machen , gehen wir vorerst von dem in der zwolften Vorlesung bewiesenen 
Satze aus: ;, Durch die sechs Ecken eines Pascal* schen Sechseckes lasst sich 
ein Kegelschnitt legen." In anderer Auffassung desselben Satzes konnen wir 
auch sagen: „Ein jedes Sechseck, welches einem Kegelschnitt einbeschrieben 
wird, ist ein P a s c a T sches Sechseck. " 

Denn denken wir uns ein dem Kegelschnitte einbeschriebenes Sechseck 
12... 56, welches kein Pas caT sches Sechseck ware, so konnte man ein 
Pascal' sches Sechseck 12 . . . 56' construiren, dessen letzte Ecke 6 ' auf der Ver- 
bindungslinie der Ecke 5 und 6 liegt. Beide Sechsecke waren dem durch die 
fiinf Punkte 12 ... 5 bestimmten Kegelschnitte einbeschrieben , und man hatte 
eine gerade Linie 56, welche den Kegelschnitt in den drei Punkten 566' 
schnitte. Daraus folgt, dass die Punkte 6 und 6' zusammenfallen. 

Wir.eilen unserer Entwickelung voran, wenn wir die reciproken Satze 
proclamiren : 

Ein jedes Sechseck, wel- Ein jedes Sechseck, wel- 

ches einem Kegelschnitte ein- ches einem Kegelschnitte um- 
beschrieben wird, ist ein Pas- beschriebenwird, ist einBrian- 
caTsches Sechseck. chon'sches Sechseck. 

Es wird aber unsere nachste Aufgabe sein, die angegebenen beiden Satze 
in eine organische Verbindung zu bringen und letzteren durch die als bekannt 
vorausgesetzten Satze von Pol und Polare zu beweisen. 

Denken wir uns zu diesem Zw^cke ein einem gegebenen Kegelschnitte 
einbeschriebenes Sechseck mit den Ecken 12 . . . 56. Die Tangenten des Kegel- 
schnittes in den Ecken werden wir ohneVerwechselung der Bezeichnungen mit 
denselben Zahlzeichen ausdriicken. Diese Tangenten bilden ein dem Kegel- 
schnitte umbeschriebenes Seckseck mit den aufeinander folgenden Seiten 
12 . . . 56, und zwar ist jede Seite die Polare des mit ihr gleichbezeichneten 
Poles. Eine Seite (12) des einbeschriebenen Sechseckes, welche die Pole 1 und 2 
verbindet, ist darum die Polare des Poles (12), in welchem sich die Seiten I und 2 
des umbeschriebenen Sechseckes schneiden. In dieser Weise werden die auf- 



Das' Gesetz der Beciprocil^t. 29 

einander folgenden Ecken (12) (23)... des mnbescliriebenen Sechseckes die 
Pole sein der gleichbezeichneten Seiten des einbeschriebenen Sechseckes. 

Der Schnittptinkt (1 2) (45) der gegentiberliegeiiden Seiten (12) und (45) 
des Pascal' schen Sechseckes, wird der Pol der geraden Linie (1 2) (45), welche 
die Punkte (12) und (45) verbindet. Construiren wir nun die Punkte: 

(12) (45), (23) (56), (34) (61), 
in welchen sich die gegentiberliegenden Seiten des einbeschriebenen Pascal- 
schen Sechseckes schneiden, so sehen wir, dass dieselben den gleichbezeichneten 
Polaren entsprechen. Suchen wir diese aber in dem dem Kegelschnitte um- 
beschriebenen Sechsecke auf, so finden wir, dass dieselben die Diagonalen sind, 
welche die gegentiberliegenden Ecken verbinden. Da nun nach dem ersten 
oben aufgestellten Satze die hervorgehobenen drei Punkte auf einer geraden 
Linie liegen , so mtissen die Diagonalen , welche die gegentiberliegenden Ecken 
des umbeschriebenen Sechseckes verbinden, sich in einem und demselben 
Punkte schneiden. 

Es ist damit unter Voraussetzung des PascaTschen Satzes der ihm 
reciproke Brianchon'sche Satzajigezeigt, denn wir haben ein bestimmtes, 
dem Kegelschnitt umbeschriebenes Sechseck vor Augen, welches ein Br i an - 
c h n ' sches Sechseck ist. 

Wir haben hiermit denWeg der Erfindung betreten, denn es erhebt sich 
die Frage , ob auch j e d e s dem Kegelschnitte umbeschriebene Sechseck ein 
Brianch on' sches ist. Diese Frage iSsst sich leicht beantworten, wenn man 
nicht von dem Pascal' schen Sechsecke, sondern von einem beliebigen, dem 
Kegelschnitte umbeschriebenen Sechsecke ausgeht. Ihm entspricht ein be- 
stimmtes, dem Kegelschnitte einbeschriebenes Sechseck, dessen Ecken die 
Tangirungspunkte der Seiten des umbeschriebenen Sechseckes sind. Da durch 
das dem Kegelschnitt beliebig umbeschriebene Sechseck zugleich das ein* 
beschriebene Pascal' sche Sechseck gegeben ist , so ist ersichtlich , dass jedes dem 
Kegelschnitte umbeschriebene Sechseck ein Brianchon' sches sein muss , weil 
das einbeschriebene Sechseck ein Pascal' sches ist. Aber auch umgekehrt ist in 
gleicher Weise der Pascal' sche Satz eine Folge des Brianchon' schen Satzes. 

Wir haben zum Beweise des einen Satzes aus seinem reciproken der Ein- 
fachheit wegen den Kegelschnitt als Directrix genonmien, von welchem der 
Satz handelt. DiesenVortheil wollen wir in dem nachfolgenden Beweise zur 
Erreichung grOsserer Allgemeinheit in der Beweisftihrung aufgeben. 

Wir gehen von einer Figur aus, welche den Pascal' schen Satz verdeutlicht, 
also von einem gegebenen Kegelschnitte, dem ein Sechseck mit den aufein- 
ander folgenden Ecken 12 ... 56 einbeschrieben ist. Die gegentiberliegenden 
Seiten desselben schneiden sich in den drei Punkten : 

1) (12) (45), (23) (56), (34) (61), 

welche in der Pascal' schen Linie liegen. 

Wenn wir nun einen beliebigen Kegelschnitt als Directrix wShlen und flir 
jeden Punkt in der beschriebcnen Figur die Polare und ftlr jede gerade Linie 
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den Pol der Directrix construiren, so erhalteu wir eine zweite, reciproke Figur 
deren Bestandtheile wir entsprechend der zum Griinde gelegten ersten Figur 
mit den gleichen Zahlzeichen ausdrlicken. Die reciproke Figur besteht dann 
aus einem Kegelschnitte und einem demselben umbeschriebenen Sechsecke 
12 ... 56 und den Diagonalen, welche die gegeniiberliegenden Ecken verbinden: j 

2) (12) (45), (23) (56), (34) (61). 

Da diese die Polaren sind fiir die Pole 1 ) riicksichtlich der Directrix , so 
sieht man, dass das dem genannten Kegelschnitte umbeschriebene Sechseck ein 
Brianchon'sches ist. 

Damit ist der Brian ebon' sche Satz erfunden, jedoch nicht bewiesen. 
Denn es liegt zwar ein einem Kegelschnitte umbeschriebenes Sechseck vor, 
welches ein Brianchon'sches Sechseck ist; man wird aber doch Bedenken 
haben, den Brianchon'schen Satz allgemein auszusprechen, da die reciproke 
Figur sowohl von ihrer Grundfigur als von der Directrix abhSngig ist. 

Um keinem Zweifel Raum zu geben und zugleich die Methode der Be- 
weisftihrung ftir reciproke Satze darzulegen , gehen wir ,von der reciproken 
Figur aus in derjenigen AUgemeinheit , wie der zu beweisende reciproke Satz 
es verlangt. In unserem Falle liegt also ein beliebiger Kegelschnitt vor und 
ein um denselben beschriebenes Sechseck 12 ... 56 mit den Diagonalen 2), von 
welchen nachgewiesen werden soil, dass sie sichin einem und demselben Punkte 
schneiden. 

Die der gegebenen reciproke Figur wird aus einem Kegelschnitte bestehen 
und einem demselben einbeschriebenen PascaTschen Sechseck 12 ... 56. Da 
nun die gegeniiberliegenden Seiten dieses Sechseckes sich in drei Punkten 
schneiden , welche auf einer geraden Linie liegen , so miissen sich ihre Polaren 
2) riicksichtlich der Directrix in einem und demselben Punktia schneiden. 

Reciproke SStze sind ferner folgende: 

ZweiKegelschnitte schnei- An zwei Kegelschnitte 

den sich in vier Punkten. lassen sich vier gemeinschaft- 

liche Tangenten leg«n. 

Man stelle sich zwei Kegelschnitte vor, welche den ersten Satz ver- 
deutlichen. Die reciproke Figur wird wieder aus zweiKegelschnittei; bestehen, 
far welche die gemeinschaftlichen Tangenten die Polaren der Schnittpunkte in 
der ersten Figur sind riicksichtlich der Directrix. Eine weitere Tangente 
konnen die beiden Kegelschnitte nicht haben , weil dann ihr Pol ein fiinfter 
Schnittpunkt der beiden zu Grunde gelegten Kegelschnitte wUre. 

Wir haben also den Fall von zwei Kegelschnitten vor Augen, welche nnr 
vier gemeinschaftliche Tangenten haben. Dass dieser Fall massgebend ist fiir 
das AUgemeine, erweist sich, wenn wir von der letzten Figur in ihrer All- 
gemeinheit ausgehend, uns ihre reciproke Figur vorstellen. In dieser wiirden 
zwei Kegelschnitte fiinf Schnittpunkte aufzuweisen haben, wenn ihre reciproken 
Kegelschnitte fUnf gemeinschaftliche Tangenten batten. 
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Aus den beiden heiTorgehobenen Beispielen wird zu entnehmen sein , so- 
wohl wie zu einem bekannten Satze sein reciproker Satz gefunden, als wie er 
bewiesen werden kann. Wenn wir nun in der Absicht, die in alien friiheren 
Vorlesungen vorgefiihrten Satze als reciproke Satze nebeneinander zu stellen, 
sSmmtliche Sfttze durchmustern , so begegnen wir in der zweiten Yorlesung 
einem Satze: „Die drei Perpendikel , welche von den Ecken eines Dreieckes auf 
die gegeniiberliegenden Seiten gefSllt sind , schneiden sich in einem und dem- 
selben Punkte", ftir welchen sich kein reciproker Satz angeben iSsst. Dieser 
Mangel haftet jedoch nicht an dem Satze , sondern an dem ftir ihn gewShlten 
Ausdruck, wie sich sogleich zeigen wird. 

Wenn wir uns den Satz durch eine Figur verdeutlichen, so haben wir drei 
Linienpaare vor Augen, welche durch vier Punkte gehen, und jede zwei Linien 
eines Paares stehen aufeinander senkrecht. Es lassen sich aber jede zwei ge- 
rade Linien , welche aufeinander senkrecht stehen , auffassen als ein Paar har- 
monischer Polaren eines bestinunten, in Liniencoordinaten ausgedrtickten Kegel- 
schnittes 0(Uy VjW) = 0-, wenn 0(t*, v, w) = w^+t;^ ist. Denn wenn Uq Vq Wq 
die Coordinaten einer geraden Linie und u^ v^ w^ die Coordinaten einer anderen 
geraden Linie bedeuten, so ist die Bedingung ftir harmonische Polaren des ge~ 
nannten Kegelschnittes : 

gerade die Bedingung , dass die beiden geraden Linien auf einander senkrecht 
stehen. 

Auf Grund Dieses kSnnen wir den angegebenen Satz auch so ausdrticken : 
„Wenn von drei Linienpaaren , welche sich in denselben vier Punkten schnei- 
den, zwei Linienpaare harmonische Polaren sind des Kegelschnittes (w, v, w) = 0, 
so ist das dritte Linienpaar ebenfalls ein Polarenpaar des Kegelschnittes." 
Dieser Kegelschnitt ist ein ganz besonderer; wir brauchen ihn hier aber um so 
weniger zu beleuchten , als wir in der nSchsten Vorlesung ausftihrlicher auf ihn 
zurttckkommen werden. 

Der genannte Satz ist nur Tttr den angegebenen Kegelschnitt bewiesen. 
Da erhebt sich nun die Frage , ob er allgemeine Geltung habe ftir jeden be- 
liebigen Kegelschnitt , eine Frage , die wir im Folgenden beantworten wollen. 

Wir gehen von dem Satze 14) der sechszehnten Vorlesung aus , welcher 
sagt, dass identisch sein muss : 

'^) qC + qi«i + q2«2 = 0, 

wennC = 0, Q^ = 0, ©2 = ^ <ii® Gleichungen von drei Linienpaaren sind, 
welche sich in vier Punkten schneiden. Die drei Linienpaare seien 12, 34, 56. 
Die homogenen Coordinaten derselben bezeichnen wir durch w, t;, w mit an- 
gehSngten Indices , den bezeichneten Punkten entsprechend. Alsdann haben 
wir die Ausdrttcke: 

Q^{u^x + v^y + w^ e) {u^x + v^y + w^z\ 
4) Qi = {u^x + v^y + w^z) (W4C + v^y +w^z\ 
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welche in 3) eingesetzt; diese Gleichnng zn einer identischen machen. Die- 
selbe wird dadurch identisch, dass nach ihrer Entwickelung sowolil die 
Coefficienten der Quadrate der Variabelen , als auch die Coefficienten der Pro- 
ducte verschwinden. Es ist daher erlaubt, in der entwickelten Gleichung 3) an 
Stelle der variabelen Grossen a?^, y^^ g\ yz, zx^ xy respective andere Grossen 
^00' ^11' ^22» ^i2> ^20' ^02 ^^ substituiren , ohne die Gtiltigkeit der Gleichung da- 
durch aufzuheben. Durch diese Substitutionen gehen aber die entwickelten 
Ausdrticke §, Q^, Q^^ wenn wir die Bezeichnungen 5) der neunzehnten Vor- 
lesung adoptiren, tiber in : F^^^ JP34, Fgg und die Gleichung 3) selber in : 

5) ^^12 + ^1^34 + ^2^56 = 0. 

Verschwinden nun die beiden ersten Glieder dieser Gleichung, das ist, 
wenn das Linienpaar 12 sowohl, als das Linienpaar34 harmonische Polaren des 
Kegelschnittes F{u^ v^w) = sind , so verschwindet auch das letzte Glied, 
dessen Verschwinden eben der analytische Ausdruck fiir das Polarenpaar 56 ist. 

Wir haben damit den folgenden Satz bewiesen, dessen reciproken Satz 
wir zugleich anschliessen. 

Wenn von drei Linien- Wenn die Endpunkte von 

paaren, welche sich in den- zwei Diagonalen eines voll- 
selben vierPunktenschneiden, standigen Viereckes har- 
zweiLinienpaareharmonische monische Polepaare eines 
Polaren eines Kegelschnittes Kegelschnittes sind, so sind 
sind, so ist das dritte Linien- die Endpunkte der dritten 
paar ebenfalls einPolarenpaar Diagonale ebenfalls harmo- 
des Kegelschnittes. nische Pole des Kegel- 

schnittes. 

Um den reciproken Satz aus dem bewiesenen Satze abzuleiten, denken wir 
uns vorerst zwei reciproke Figuren, die erste bestehend aus einem Kegelschnitte 
und einem Polarenpaare , welches bekanntlich harmonisch ist mit dem von 
seinem Schnittpunkte an denKegelschnitt gelegtenTangentenpaare. Die andere 
reciproke Figur bietet einen Kegelschnitt dar und zwei Punktepaare , von 
welchen das zweite Paar dem Tangentenpaare in der andern Figur ent- 
sprechend auf dem Kegelschnitte liegt, das erste Paar auf derVerbindungs- 
linie des zweiten Paares. Da nun die beiden Linienpaare der ersten Figur har- 
monisch sind , so werden die ihnen entsprechenden Punktepaare der zweiten 
Figur ebenfalls harmonisch sein. Das will aber sagen, dass das dem Polaren- 
paare entsprechende Punktepaar der reciproken Figur ein Polepaar ist ffir 
den Kegelschnitt dieser Figur. 

Stellen wir \ms nun eiue, den bewiesenen Satz verdeutlichende Figur vor, 
zugleich mit ihrer reciproken Figur, so wird letztere bestehen aus einem Kegel- 
schnitte und drei Polepaaren desselben, welche die Schnittpunkte von vier 
geraden Linien sind, wie der oben angegebene reciproke Satz es verlangt. Ein 
stronger Beweis desselben kann dadurch geflihrt werden, dass man von dem 
Bilde des Satzes in seiner AUgemeinheit ausgeht und sich das reciproke Bild 
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vor Augen legt. Da classelbe den als bekannt vorausgesetzten ersten Satz ver- 
deutlicht, so konnen wir aus diesem Satze auf den zu beweisenden Satz 
schliessen. 

Da nach Bemerknngen in der secliszehnten und achtzehnten Vorlesung die 
durch vier Punkte gelegten Linienpaare eine Involution bilden , wenn die vier 
Punkte in einen zusammenfallen, und die Endpunkte der Diagonalen eines voll- 
standigen Viereckes eine Involution bilden, wenn die Seiten desViereckes in 
einer geraden Linie liegen , so gehen aus den genannten reciproken Siitzen in 
den bezeichneten Fallen folgende schon bekannte SStze hervor : 

Wenn drei harmonische Wenn drei Polepaare eines 

Polarenpaare eines K^gel- Kegelschnittes auf einer und 
schnittes von demselbenPunkte derselben geraden Linie lie- 
ausgehen, so bilden sie eine In- gen, so bilden sie eine Invo- 
volution. lution. 

Nach der vorausgegangenen Darlegung des G-esetzes der ReciprocitSt an 
einzelnen Fallen wollen wir zum Scblusse dieses Uebertragungsprincip allgemein 
in Worten wiedc.geben. 

Eine Figur in der Ebene besteht im Allgemeinen aus Punkten , geraden 
Linien und Curven. Man kann sich dieselbe in doppelter Weise entstanden 
denken, durch den Punkt odei* durch die gerade Linie. Wahlt man den Punkt 
als die Einheit der Erzeugung, so wird die Figur der Inbegriff aller Punkte 
sein, welche in ibr liegen. Wahlt man dagegen die gerade Linie als die Einheit 
der Erzeugung, so stellt sich der Punkt dar als der Inbegriff aller geraden 
Linien , welche durch ihn gehen, und die Curve als der Inbegriff sammtlicher 
Tangenten. 

Legt man nun einen Kegelschnitt als Directrix zum Grunde und betrachtet 
jeden Punkt einer gegebenen Figur als einen Pol , so wird seine Polare eine 
reciproke Figur bedingen , eine Figur , welche auch durch den Pol einer 
variabelen geraden Linie beschrieben wird , wenn man letztere als Erzeugerin 
der gegebenen Figur betrachtet. 

In dieser Weise entspricht jedem Punkte einer gegebenen Figur eine ge- 
rade Linie der reciproken Figur, jeder geraden Linie der gegebenen Figur ent- 
spricht ein Punkt der reciproken Figur, endlich entspricht jeder Curve der ge- 
gebenen Figur wieder eine Curve der reciproken Figur, die durch die Polare 
bertihrt wird, wenn der Pol die Curve der gegebenen Figur beschreibt, und die 
der Pol beschreibt, wenn sich die Polare als Tangente um die Curve der ge- 
gebenen Figur bewegt. Umgekehrt entspricht auch in gleicher Weise die ge- 
gebene Figur ihrer reciproken Figur. 

Hiernach bedihgt eine jedeEigenschaft einer gegebenen Figur, welche sich 
auf die Lage ihrer Bestandtheile bezieht, eine entsprechende Eigenschaft der 
reciproken Figur. Da nun jede Eigenschaft einer Figur sich als geometrischer 
Satz ausdrttcken iSsst, so ist ein entsprechender Satz fJir die reciproke Figur 
die Folge des ausgesprochenen Satzes. 

Hribk ' VoTloBongen. ^ 
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Der gefolgerte Satz Mngt allerdings anderreciprokenFigur, die eine durch 
die gegebene Figur ganz bestimmte ist; allein die Will kiirlichkeit der gegebenen 
Figur wird auch eine entsprechendeWillktirlichkeit der reciproken Figur zu- 
lassen, wodurch der in der reciproken. Figur bewiesene Satz einen gewissen 
Grad der AUgemeinheit erlangt. Wie weit sich diese Allgemeinheit erstreckt, 
erftlhrt man , wenn man von einer allgemein gedachten reciproken Figur aus- 
gehend , die zuvor gegebene als die reciproke von ihr bildet Befindet sich 
unter diesen Umstanden letztere nocb in den Grenzen der Allgemeinheit des 
zum Grunde gelegten Satzes, so hat man die Ueberzeugung gewonnen, dass der 
aus der reciproken Figur abgelesene Satz seine allgemeine Giiltigkeit hat. 

Eine weitere WillktLrlichkeit in der reciproken Figur ist durch dieWahl 
der Directrix bedingt. Es wird sich , wie schon am Ende der vorhergehenden 
Vorlesung angedeutet worden ist, in einer spStern Vorlesung zeigen, von 
welchem Einflusse die richtige Wahl der Directrix ist auf die Erfindung neuer 
geometrischer Satze. 



Einundzwanzigste Vorlesung. 

Classification der fiegelschnitte. 

Die Kegelschnitt - Gleichung f{x^ «/» 1) =^ i^ gewohnlichen Pimkt- 
coordinaten besteht aus drei Gliedern /*(a?, y) der zweiten Ordnung und aus drei 
linearen Gliedern, so dass man hat: 

1) f{x, y, 1) = f{x, y) + 2a.^QX + 2a^, y + a^. 

Durch Drehung des Coordinatensystemes um den Anfangspunkt iSsst sich, 
wie in der zehn ten Vorlesung dargelegtwurde, die Function /"(a?, y) auf die Form 
zurtickfuhren : f{x^y) = A^X^ + ^i^^ wShrend die linearen Glieder in 1) 
linear bleiben. Verschiebt man nun noch das Coordinatensystem sich selbst 
parallel, so dass der Coordinaten - Anfangspunkt der Mittelpunkt des Kegel- 
schnittes wird , so fallen nach der siebenzehnten Vorlesung von den linearen 
Gliedern noch zwei fort , so dass schliesslich die Function f{x^ «/, 1) nur die 
Glieder behSlt ; 

2) f(x,y,\)=^K^V + K'Y' + ^^ 

Die Substitutionen, welche diese Transformation bewirken, sind folgende : 

o^ x=^a{X + A) + a\Y+B\ 

^ y-^l{X + A) + h\Y+B\ 

in welchen. A und B die Coordinaten des Mittelpunktes des Kegelschnittes 
/^(^> y» 1) = bedeuten. Was die GrOssen Xq und X^ anbetrifft, so sind sie be- 
kannt als dieWurzeln der quadratischen Gleichung: 

3) (a^o - 1) (ail - -^) - <i = 0. 

Die Natur des Kegelschnittes, abgesehen von seiner Lage, h&ngt also ab 
von den drei reellen Constanten A^, A^, «. Die beiden ersten sind reell als die 
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Wurzeln der qiiadratischen Gleichung 4), die letztere ist reell, weil sie, wie aus 
der Gleichung 2) zu ersehen ist, eine ganze Function ist der Coefficienten in 
der gegebenen Function, ferner der reellen Coefficienten in den Substitutionen 
3) und endlich der reellen Coordinaten des Mittelpunktes. Wir wollen be- 
merken, um sogleich davon Gebrauch zu machen, dass der rechte Theil der 
Gleichung 2) wieder in den linken Theil tlbergeht, also in die Function 
f{Xy y, 1), von der wir ausgingen, wenn wir dieVariabelen X und Yauf Grund 
der Substitution 3) eraetzen durch die Variabelen x und y. 

Wir haben hiernach durch blosseVerlegung des Coordinatensystemes die 
beliebig gegeben® Kegelschnitt- Gleichung /"(a?, j/, 1) = auf ihre einfachste 
Form zurttckgef&hrt: 

5) A^X^H- Ajr2 + 5fc=0. 

Man sagt, die Gleichung 5) des^Kegelschnittes sei auf den Mittelpunkt und 
die Axen desselben bezogen , indem man unter Axen desKegelschnittes 
die von dem Mittelpunkte in der Richtung der bezeichneten Coordinatenaxen 
ausgehenden Radien versteht, welche von dem Kegelschnitte begrenzt sind. 

Betrachten wir nun zwei solcher Kegelschnitte 5), deren Gleichungen sich 
nur in demWerthe der Constante k unterscheiden, welcherWerth fttr den zwei- 
ten Kegelschnitt sein mag x — A, so sehen wir, dass wenn X und Y die Co- 
ordinaten eines beliebigen Punktes auf dem ersten Kegelschnitte bedeuten, 
immer eine von den Coordinaten unabhangige Grosse ^ sich bestimmen iSsst 
der Art, dasB ^X und ^Y die Coordinaten eines Punktes auf dem zweiten 
Kegelschnitte sind. Das will sagen , dass die von dem gemeinsamen Mittel- 
punkte in derselben Richtung ausgehenden Radien der beiden Kegelschnitt.e 
immer gleiches Verhaltniss haben. Solche Kegelschnitte heissen ahnliche 
und ahnlich liegende Kegelschnitte mit gemeinsamem Mittel- 
punkte. 

Auf Grund dieser Definition und der oben gemachten Bemerkung, dass 
der rechte Theil der Gleichung 2) durch die Substitution 3) in den linken Theil 
tibergeht, kSnnen wir nun allgemein den Satz aussprechen : 

6) Wenn die Gleichungen von zwei Kegelschnitten nur um 
eine additive Constante un terse hied en sind, so haben die Kegel- 
schnitte denselben Mittelpunkt und sind ahnlich und ahnlich 
liegend. 

Wir drttcken diesen Satz nun anders aus , wenn wir unter der Voraus- 
setzung, dass der Kegelschnitt durch seine Gleichung f{x,y,0)=O inhomogenen 
Punktcoordinaten gegeben sei, sagen : 

Die Gleichung 

7) f{^,y,^)-^9>{Xyy,is)=:0 

mit dem willktirlichen Factor A ist der analytische Ausdruck aller ahnlichen 
und ahnlich liegenden Kegelschnitte mit gemeinsamem Mittelpunkte, wenn die 
Function 9? ist 9 = z^, Hierdurch kennzeichnen wir die in Rede atehende 

. 3* 



\ 
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Cla sse von Kegelschnitten als solche , welche durch die vier Punkte gehen, in 
welchen die Kegelschnitte /*= und <jp = sich schneiden. 

Zu gleicher Zeit werden wir aber auch auf einen Kegelschnitt ^ = auf- 
merksam gemacht, der bemerkenswerthe Eigenschaften hat. Er ist nichts 
Anderes als ein Linienpaar, welches mit der geraden Linie im Unendlichen zu- 
sammenffllt. Seine charakteristische Eigenschaft ist, dass je zwei Punkte 
und 1 harmonische Pole zii ihm sind, wenn der eine von ihnen im Unendlichen 
liegt. Es ergiebt sich dieses aber sowohl aus der geometrischen Anschauung, 
als wenn man auf die in der siebenzehnten Vorlesung entwickelte Bedingungs- 
gleichung g>Qi = fiir harmonische Pole des Kegelschnittes (p =0 zurtickgeht. 
Wir definiren diesen Kegelschnitt aber auch analytisch , wenn wir sagen : Er 
ist der einzigs Kegelschnitt , dessen Gleichung in Punktcoordinaten ftir jedes 
rechtwinklige Coordinatensystem sich nicht Sndert. Diese Definition wiM in 
dem zweiten Theile unserer Vorlesung auf die Entdeckung eines andren, ebenso 
ausgezeichneten Kegelschnittes ftthren. 

Die Bedingungsgleichung fiir ein harmonisches Polenpaar und 1 des 
Kegelschnittes 7) iSsst sich auf Grund der siebenzehnten Vorlesung kurz durch 
die Gleichung wiedergeben : 

8) ^ foi — ^ <Poi = ^^• 

Das erste Glied dieser Gleichung verschwindet , wenn das Punktepaar 
und 1 ein harmonisches Polepaar ist des gegebenen Kegelschnittes /*= 0, das 
zweite Glied verschwindet , wenn einer der beiden Pole im Unendlichen liegt. 
Daraus folgt, dass jedes Polepaar des gegebenen Kegelschnittes f=0 ein 
Polepaar des Kegelschnittes 7) ist, wenn der eine Pol im Unendlichen liegt. 
Diese Bemerkung ISsst sich so ausdrticken : 

9) Die Sehnen, welche auf einer beliebig gegebenen geraden 
Linie von ahnlichen und ahnlich liegenden Kegelschnitten be- 
grenzt werden, haben denselben Mittelpunkt. 

Denn wenn von einem harmonischen Polepaare eines Kegelschnittes der 
eine Pol im UnendlicTien liegt , so halbirt der andere die Sehne , welche durch 
beide geht. 

Werfen wir nun einen Blick auf die Lage der vier Punkte , in welchen 
sich die Kegelschnitte 7) schneiden, so kann es uns nicht entgehen, dass die- 
selben zwar sSmmtlich im Unendlichen liegen , dass sie sich aber in der Art 
paaren, dass zwei derselben zusammenfallen , und dass das andere Paar wieder 
in einem Punkte zusammenfglllt. Durch diese vier Punkte im Unendlichen 
lassen sich drei Linienpaare legen. Dass von diesen drei Linienpaaren 
zwei Paare im Unendlichen liegen, ist ersichtlich. Es bleibt also noch ein 
Linienpaar Ubrig, welches zusammenfallende Punkte verbindet. Dieses Linien- 
. paar braucht nicht nothwendigerweise im Unendlichen zu liegen, und es erhebt 
sich daher die Frage, ob unter den Kegelschnitten 7) ein Linienpaar im 
Endlichen anzuti'effen ist. 
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In der That lasst sich ein Factor A der Art bestimmen, dass die Gleichung 
7) ein endliches Linienpaar wird, und dieses Linienpaar hat die Eigenschaft, 
jeden Kegelschnitt 7) im Unendlichen zu bertihren. Dieses Linienpaar, welches 
von dem gemeinsamen Mittelpunkte derKegelschnitte7) ausgeht, wird mit dem 
Namen der Asymptoten bezeichnet. Man kann demnach die Asymptoten 
einesKegelschnittes definiren als die von dem Mittelpunkte an den Kegelschnitt 
gelegten Tangenten, oder anch als dasjenige Tangentenpaar, welches den 
Kegelschnitt im Unendlichen bertlhrt. Auf Grund dieser Definitionen 
charakterisirt sich denn die aufgeftihrte ClassevonahnlichenundShnlich liegen- 
den Kegelschnitten mit demselben Mittelpunkte als solche , welche dieselben 
Asymptoten haben. 

Die Asymptoten eines Kegelschnittes kOnnen imaginSr oder re ell sein. 
Damach zerfallen dann, wie wir sogleich sehen werden, die Kegelschnitte, 
welche einen Mittelpiinkt haben, in EUipsen und Hyperbeln. 

Wir Sndern nur den Coordinatenanfang , wenn wir in der Gleichung 5) 
des Kegelschnittes die Variabelen um Constanten andern. Durch diese Aen- 
derung vermehren sich die Glieder der Gleichung nur um lineare Glieder, 
wahrend die Glieder zweiter Ordnung unbehelligt bleiben selbst bei beliebiger 
VerlegungdesCoordinatenanfanges. Wir schliessen daraus in Berlicksichtigung 
des Satzes 6) : 

10) Wenn die Gleichungen von zwei Kegelschnitten in ihren 
Gliedern der zweiten Ordnung tibereinstimmen, so liegen Shn- 
liche und ahnlich liegende Kegelschnitte vor. 

Es haben also Kegelschnitte parallele Asymptotenpaare , wenn in ihren 
Gleichungen die Glieder zweiter Ordnung iibereinstimmen. • 

Kehren wir nun zu der Axen - Gleichung 5) des Kegelschnittes zuriick , so 
kSnnen wir mitVerSnderung der Bezeichnung derCoordinaten zwei Falleunter- 
scheiden, wenn die quadratische Gleichung 4), von welcher das Axenproblem 
des Kegelschnittes abhangt, Wurzeln mit gleicheh Vorzeichen hat : 

12) S + P+l = ^- 

Diese Gleichungen sind die analytischen Ausdrticke ftir Kegelschnitte, welche 
Ellipsen genannt werden. Die letzteren, welche keinen reellen Punkt aufzu- 
weisen haben, heissen deshalb imaginare Ellipsen. 

Ob die Gleichung /*(aj, y, 1) = 0, von welcher wir ausgingen , einer Ellipse 
zugehore oder nicht, erfahren wir aus der Gleichung 4). Das von X unabhSngige 
Glied in ihr, welches das Product der Wurzeln ausdriickt, muss positiv sein im 
Falle der Ellipse Es ist demnach «oo^ii "~" ^oi'^'^?^^^* ^^ Kriterium ftLr die 
Ellipse /"(a;, t^,l)=0. 
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Es kann aber auch in der Axengleichung 5) des Kegelschnittes k ver- 
schwinden. In diesem Palle ergiebt sich daraus mit Beibehaltung der gleicben 
Bezeichnung die GMteicbung des Asymptotenpaares 

sowohl ftir den Kegelschnitt 11) als 12). Da dieses Linienpaar imaginar ist, 
so kann man die EUipsen aucb als diejenigen Kegelscbnitte bezeichnen, welche 
imaginare Asymptoten haben. 

Den Fall, wenn eine Wurzel der quadratiscben Gleichung 5) verscbwindet, 
brauchen wir bier nicht weiter zu discntiren, erstens weil die Gleicbung 5) 
dann ein mit einer Coordinatenaxe paralleles Linienpaar darstellen wtirde, und 
zweitens weil, wie es sich in dem Folgenden zeigen wird, gerade derjenigeFall 
vorl^ge , den wir in unserer Untersuchung ausdriicklicb ausgescblossen baben, 
namlicb der Fall , wenn der Kegelscbnitt keinoaa Mittelpunkt bat. 

Wir kommen nun zu dem zweiten Falle der ungleicben Vorzeicben der 
Wurzeln der quadratiscben Gleicbung 4). In diesem Falle konnen wir, wenn 
wir die Coordinatenaxen fiir gleicbberecbtigt nebmen, nur eine Form der Ke- 
gelscbnitt - Gleicbung bervorbeben : 

Es ist dieses die Gleicbung der Hyper^bel. Das Kriterium fur die Hy- 
perbel - Gleicbung f{x^y^ 1)=0 ist demnacb, dass das von A unabbSngige Glied 
in der Gleicbung 4) das negative Vorzeicben bat, dass aoo^ii — ^^oi =^ ^^^* 

Wenn man in ^der genannten Hyperbel - Gleicbung das ganz constante 
Glied unterdrilckt, so erbSlt man die Gleicbung der Asymptoten der Hyper- 
bel 14): 

eine Gleicbung , welcbe in reelle Factoren zerlegbar ist. Man kann daber die 
Hyperbel aucb definiren als denjenigen Kegelscbnitt mit einem Mittelpunkte, 
welcber reelle Asymptoten bat. Und in der Tbat, wenn man in der Gleicbung 
/'(iZJ,?/, 1) = dem^ ganz constanten Gliede einen solcben Wertb beilegt, dass 
die Gleicbung in lineare Factoren zerfallt, und die Bedingungen aufstellt, unter 
welcben die Factoren imaginar oder reell werden, so erbalt man gerade die 
oben aufgestellten Kriterien ftir Ellipsen und Hyperbeln. 

Wenn in der Hyperbel - Gleicbung 14) a = 5 wird, so liegt eine gleicb- 
seitige Hyperbel vor, die sicb dadurcb cbarakterisirt , dass ibre Asympto- 
ten aufeinander senkrecbt steben. Die gleicbseitige Hyperbel entspricbt in 
gewisser Art derjenigen Ellipse , deren Axen einander gleicb sind , das ist dem 
Kreise. 

Was die Form der bebandelteA Kegelscbnitte mit einem Mittelpunkte an- 
betrifft, so kann dieselbe leicbt aus ibren Axengleicbungen abgenommen wer- 
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den. Die Ellipse erscheint als eine geschlossene Curve, die Hyperbel hat zwei 
getrennte Aeste, die in das Unendliche verlaufen. 

Es bleibt noch tibrig, die Parabel-Gleichnng /*(ic,2/, 1) = in ahnlicher 
Weise zn discutiren. Zu diesem Zwecke geben wir auf die Darstellung der 
Function f{x,y^l) in 1) zurtick. Durch Drebung des Co ordinatensy stems um 
den Anfangspunkt lasst sich die Function fix^y) auf die Form zurtickftthren : 

f{x,y) = k^X^ -{■ KY\ 

wSbrend die linearen Glieder in der Function /*(a;,y, 1) linear bleiben. Da aber 
Xq und A J die Wurzeln der quadratischen Gleicbung 4) sind, in welcher das von 
I unabhangige Glied a^^a^^ — ^^oi "^ ^ wird, so hat die Gleichung eine Wurzel 
A^j=0. Es wird demnach f{x,y) = A^F^ und 

f{x,y,l) = l,Y^ + 2{a,,a+a,,b)X+2{a^a'+a,,h')Y+a,^ 

Wir verlegen jiur den Anfangspunkt des letzten Coordinatensystemes, ohne 
die Richtung der Coordinatenaxen zu andern, wenn wir ftir X und Y respective 
setzen X-\-A und 1^+5, wodurch die Gleichung tibergeht in 

16) f{x,y,l) = X,{Y+By + 2{a,,a + a,,h){X+A) 

+ 2{a,,a+a,,h'){Y+B) + a,,. 

Diese Transformation wird wieder bewirkt durch die Substitution 3) , rait 
dem Unterschiede , dass hier (iber die Coordinaten A und B noch keine Be- 
stimmung getroffen ist. 

Der rechte Theil der Gleichung enthalt entwickelt nur vier Glieder mit den 
Factoren F^, X, Y, und ein von den Variabelen freies Glied. Ihre Coefficienten 
sind der Reihe nach: 

Ai i52 + 2 (a^o « + agi ^) ^ + 2 (a^^ a'+ a^^ 6') J5 + a22- 

Die beiden ersten Coefficienten bleiben unbertihrt von der Lage des neuen 
Coordinatenanfanges , dagegen konnen die beiden letzten Coefficienten durch 
geeignete Wahl der Coordinaten A und B zum Verschwinden gebracht werden. 
Setzt man nSmlich den vorletzten Coefficienten gleich Null, so ergiebt sich dar- 
aus der Werth von B und hierauf wieder eindeutig der Werth von A , wenn 
man den letzten Coefficienten gleich Null setzt. 

Setzen wir die eben bezeichneten Werthe von A und B voraus , so sehen 
wir, dass in dem vorliegenden Falle die behandelte Function durch die Substi- 
tutionen 3) transformirt wird in : 

17) f(aj,y,l) = A,r^-2ftX, 

wonach die Parabel - Gleichung , wenn wir —-■=i'p setzen und die Bezeichnung 

der Coordinaten wie frtlher andern, ihre einfachste Gestalt erhalt: 

18) t/2_2i?flr = 0. 
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Die Grosse p, welche die Natur der Parabel bedingt, heisst Parameter. 
Die Kegelschnitt - Gleichungen 11) und 14) mit einem Mittelpunkte haben zwei 
Parameter a und &. Sie sind die Ausdrttcke ftlr die Langen der Axen. Die 
Axe h der Hyperbel wird auch Zwergaxe oder imaginSre Axe genannt. Die 
geometrische Bedeutung des Parameters der Parabel liegt nicht so nahe. Wir 
mttssen sie als ein in der nSchstfolgenden Vorlesung zu ISsendes Problem hier 
vertagen. 

Die Form der Parabel ergiebt sich aus ihrer Gleichung 1 8). Sie bestebt 
aus einem Aste, der die y-Axe des Coordinatensystemes in dem Anfangspunkte 
bertihrt und sich dann symmetrisch um die oJ-Axe in das Unendliche erstreckt. 
Ihr Mittelpunkt liegt im Unendlichen der aJ-Axe. Der Anfangspunkt des Co- 
ordinatensystemes, auf welches sich die Gleichung 18) bezieht, heisst der 
Scheitel der Parabel. Er charakterisirt sich dadurch, dass er auf der 
Parabel selber liegt , und dass die Tangente in ihm senkrecht steht auf seiner 
Verbindungslinie mit dem Mittelpunkte, der in das Unendliche fallt. Diese 
Verbindungslinie wird Durchmesser der Parabel genannt. 



In derselben Weise, als wir von der Kegelschnitt - Gleichung /*(a;,^, 1) = 
in Punktcoordinaten ausgegangen sind, konnen wir auch die Gleichung in 
Liniencoordinaten 2^(w, t?, 1) = desselben Kegelschnittes unserer Entwicke- 
lung zu Grunde legen. Ganz gleiche Betrachtungen , die wir an der letzteren 
Kegelschnitt - Gleichung anstellen , werden theils auf dieselben , theils auf neue 
Thatsachen fiihren. 

Durch Verlegung des Coordinaten-Anfangspunktes in den Mittelpunkt des 
Kegelschnittes ISsst sich , wie man in der neunzehnten Vorlesung gesehen hat, 
die Gleichung des Kegelschnittes auf die Form zurttckfuhren : 

F(u,v) + \ = 0, 

wenn man unter F {u, v) die Glieder der zweiten Ordnung versteht. Durch 
Drehung des Coordinatensystemes um den Anfangspunkt lasst sich die Function 
F{Uy v) zurlickflihren auf die Form : 

F{u,v) = -- + -Y-. 

Ziehen wir nun die genannten beiden Operationen in eine zusammen, so erhal- 
ten wir die Transformation: 

19) ^(.,..l)=-__„^_^{^ + ^ + i} 

zugleich mit den Substitutionen, welche diese Transformation bewirken: 

Es bedeuten hier A und B die Coordinaten des Mittelpunktes, C eine Con- 
stante, auf deren Bedeutung wir nicht naher eingehen. Was die Grossen A^, 
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Aj, X anbetrifft, so haben sie vorlSufig nur die Bedeutung von Constanten, 
welche erst zu bestimmen sind. Es wird sich aber sogleich zeigen, dass diese 
Constanten ftir den betraohteten Kegelschnitt die gleiche Bedeutung haben, als 
die mit gleichen Zeichen ausgedrttckten Constanten in der vorausgegangenen 
Untersuchung. 

Die Transformation 19) ftthrt die gegebene Kegelschnitt - Gleichung : 

auf die Axengleichung zurtick : 

21) 'i^+r +i=.o, 

in welcher die Coordinatenaxen die Richtung der Axen des Kegelschnittes an- 
geben. 

Wir ?ind nun in der Lage, uns davon uberzeugen zu k6nnen, dass die Con- 
stanten A^j , Aj , X in dieser Gleichung des Kegelschnittes dieselbe Bedeutung 
der gleichbezeichneten -Constanten in de^ Gleichung 5) ebendesselben Kegel- 
schnittes haben. Wir brauchen nur die Gleichungen 5) und 21) homogen zu 
machen , um zu sehen , dass der linke Theil der einen Gleichung die reciproke 
Function des linken Theiles der anderen Gleichung ist. 

Die VerSnderung von x hat uns in dem ersten Theile unserer Vorlesung 
auf einen hSchst merkwilrdigen Kegelschnitt qp = gefiihrt, dessen charak- 
teristische Eigenschaft ist, dass je zwei Punkte harmonische Pole zu ihm sind, 
wenn einer von ihnen ira Unendlichen liegt. Die Veranderung von x in unse- 
rer Gleichung 21) wtirde nichts Neues bieten. Ijidem wir aber an der charak- 
teristischen Eigenschaft des genannten Kegelschnittes 9=0 festhalten, erhebt 
sich die analoge Frage , ob wohl ein Kegelschnitt existirt , dessen harmonische 
Polaren immer aufeinander senkrecht stehen. Eine andere charakteristische 
Eigenschaft des Kegelschnittes (p = war, dass seine Gleichung in jedem recht- 
winkligen Coordinatensysteme dieselbe blieb. Daran schliesst sich nun die wei- 
tere Frage, ob ein Kegelschnitt existirt, dessen Gleichung in Liniencoordinaten 
fttr jedes rechtwinklige Coordinatensystem ungeandert bleibt. 

Wenn sich nun beide Fragen bejahend beantworten lassen , also zwei Ke- 
gelschnitte gefunden werden konnen , von welchen der eine der einen , der an 
dere der anderen Bedingung gentigt, so drangt sich die weitere Frage auf, ob 
die beiden Kegelschnitte von einander verschieden sind. Diese Fragen soUen in 
dem Folgenden beantwortet werden. 

Es existirt in der That, wenn wir setzen: 

0{u^v^w) = w^ + v^, 
ein Kegelschnitt O (te, v,w)=^0, dessen Gleichung ftir jedes rechtwinklige Co- 
ordinatensystem ungeSndert bleibt. Er stellt ein imaginSres Punktepaar im 
Unendlichen dar. 

Zwei durch ihre Coordinaten gegebene gerade Linien und 1 sind har- 
monische Polaren zu ihm, wenn Oqi=0, das ist, wenn u^^u^ -\- VqVi = 0. Die- 
ses ist aber die Bedingung, dass die harmonischen Polaren aufeinander senk- 
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recht stehen. Da diese Bedingung immer erflillt wird , wenn zwei gegebene 
gerade Linien und 1 aufeinander senkrecht stehen, so hat der Kegelschnitt 
beide , oben hervorgehobene Eigenschaften. Seine Gleichung Sndert sich nicht 
von einem rechtwinkligen Coordinatensysteme zu einem anderen , und je zwei 
aufeinander senkrecht stehende gerade Linien sind harmonische Polaren zu ihm. 
Nachdem wir nun einen in seiner Art ausgezeichneten Kegelschnitt 
O{UyVjW)^0 kennen gelernt haben mit Eigenschaften, welche ganz analog 
sind den Eigenschaften des in dem ersten Theile unserer Vorlesung aufgeftihr- 
ten Kegelschnittes (p{Xyy^0) = O, so bleibt noch tibrig, ihn in ahnlicher Weise 
zu verwerthen. Zu diesem Zwecke stellen wir die Gleichung der Kegelschnitte 
auf, die mit den beregten beiden Kegelschnitten dieselben Tangenten haben: 

22) F(u,v,w)-^O(u,v,w) = 0. 

Da die gemeinschaftlichen Tangenten dieser Kegelschnitte nichts Anderes 
sind , als . die von den beiden im Unendlichen liegenden imaginSren Punkten 
^ = an den gegebenen Kegelschnitt gezogenen Tangenten, so werden diesel- 
ben imaginSre gerade Linien. Von ihnen ausgehend die vorliegende Classe 
von Kegelschnitten geometrisch zu definiren, ist daher nicht zulSssig; wir mlis- 
sen vielmehr eine reelle charakteristische Eigenschaft der Definition zum Grunde 
legen. 

Nehmen wir zu diesem Zwecke zwei gerade Linien und 1, so werden sie 
harmonische Polaren des Kegelschnittes 22) sein unter der Bedingung; 

23) F,,-10,,^O. 

Das erste Glied der Gleichung verschwindet , wenn die genannten Linien 
harmonische Polaren des gegebenen Kegelschnittes sind ; das andere Glied ver- 
schwindet, wemn jene Linien aufeinander senkrecht stehen. Es ist daher jedes 
Polarenpaar des gegebenen Kegelschnittes ein Polarenpaar der ganzen Classe 
von Kegelschnitten 22) , wenn die Polaren des gegebenen Kegelschnittes auf 
einander senkrecht stehen. Solche Kegelschnitte ftthren den Namen der c o n - 
focalen Kegelschnitte wegen der Eigenschaft ihrer Brennpunkte, wovon 
in der nSchsten Vorlesung die Rede sein wird. Hier definiren wir die Kegel- 
schnitte 22) als die Classe von Kegelschnitten , fur welche jedes Paar Polaren, 
welche auf einander senkrecht stehen, ein Polarenpaar ist ftlr die ganze Classe, 
wenn dasselbe ein Polarenpaar ist ftir einen Kegelschnitt aus der Classe. 

Aus dieser Definition folgt nun unmittelbar der Satz, welcher dem Satze 
9) entspricht: 

24) Wenn man von einem beliebigen Punkte an confocale 
Kegelschnitte Tangentenpaare legt, so werden die Winkel, 
welche ein jedes Tangentenpaar bildet, von einem und dem- 
selben Linienpaare halbirt. 

Zum Beweise des Satzes bi*auchen wir uns nur daran zu erinnern, dass 
das Linienpaar, welches die Winkel des Tangentenpaares eines Kegelschnittes 
halbirt, harmonisch ist zu dem Tangentenpaare und darum ein senkrechtes 
Polarenpaar. 
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Wenn man den beliebigen Punkt in den Schnittpunkt zweier confocalen 
Kegelschnitte verlegt , so fallen die Tangent'enpaare zusammen , das erste mit 
der Tangente des ersten Kegelschnittes , das zweite mit der Tangente des an- 
deren Kegelschnittes. Daraus folgt der specielle Satz ; 

25) Confocale Kegelschnitte schneiden einander senkrecht. 
Das will sagen, dass die Tangenten in dem Schnittpunkte aufeinander 

senkrecht stehen. 

Um noch auf eine andere, nicht charakteristische Eigenschaft der confoca- 
len Kegelschnitte aufmerksam zu machen , bemerken wir, dass die allgemeine 
Gleichung 22) confocaler Kegelschnitte, wenn man «' = 1 setzt, durch die Sub- 
stitution 20) tibergeht in : 

f U^ V^ 11 

26) o|^ + -l- + ij-A{?72 + F2! = 0, 

woraus wir schliessen, dass confocale Kegelschnitte denselben Mittelpunkt und 
dieselbe Richtung der Axen haben. 

Gehen wir schliesslich auf die Axen - Gleichung 21) des Kegelschnittes zu- 
rtick , so lassen sich mit Veranderung der Variabelen zwei Falle : 

27) O?U^ + lH'^-i:=0, 

28) ^ aV^ 62^2^ 1 = 

der reellen und imaginSren Ellipse unterscheiden und der Fall der Hyperbel : 

29) tf2^2~&V--l=0. 

Es sind dieses Gleichungen, welche unmittelbar durch Uebertragung von 
Punktcoordinaten in Liniencoordinaten aus den Gleichungen 11), 12), 14) her- 
vorgehen. Auf dieselbe Weise erhSlt man aus 1 8) : 

30) v^-'^u^O, 

. P 

die Gleichung der Parabel in ihrer einfachsten Gestalt, ausgedrtickt durch 
Liniencoordinaten. 

Es lag dieser Vorlesung vornehmlich die Absicht zum Grunde , die Duali- 
tat ?wischen ahnlichen und Shnlich liegenden Kegelschnitten mit demselben 
Mittelpunkte und den confocalen Kegelschnitten nicht allein zUr Anschauung 
zu bringen, sondern auch eine organische Verbindung zwischen den genannten 
beiden Classen herzustellen. Wir wollen uns aber . nicht verhehlen , dass das 
aufgeftihrte Band nur ein erktosteltes ist, wie es die -synthetische Geometric 
zur Erforschung ihrer Wahrheiten nicht selten gebraucht. Wir mussten De- 
finitionen verschiedener Art vorausgehen lassen, um eine Einsicht in jene 
Dualitat wahrnehmbar zu machen, wir mussten unsere Zuflucht nehmen zu 
dem Unendiichen, sogar zu der im Unsichtbaren wirkenden Macht des Imagi- 
nUren. Und dennoch liess sich die sich von selbst erhebende Frage, „welche 
Punkte der confocalen Kegelschnitte den Asymptoten der ersten Classe von 
Kegelschnitten entsprechen", nicht beantworten. Es sind dieses die Brenn- 
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punkte, von welch en in der nUchsten Vorlesung die Rede sein wird. Die natilr- 
lichste Verbindung zwischen Asymptoten und Brennpunkten ohne Hilfe des 
Tmaginaren muss man nicht in der Ebene , sondem auf der KugeloberflSche 
suchen, wovon am Ende der vierten Vorlesung meiner Raumgeometrie eine 
kurze Andeutung gegeben ist. 



Zweiundzwanzigste Vorlesung. 

Construetion der Kegelschnitte yon ihren Brennpunkten aus. 

Die gerade Linie ist in der zweiten Vorlesung als der geometrische Ort 
eines variabelen Punktes definirt worden, dessen AbstSnde von zwei festen 
Punkten einander gleich sind. Wenn wir die von dem variabelen Punkte nach 
den beiden festen Punkten gezogenen geraden Linien der Ktlrze wegen Radien 
vectoren nennen iind die festen Punkte mit dem Namen der Brennpunkte be- 
zeichnen, weil jeder von dem einen Brennpunkte durch die gerade Linie reflec- 
tirte Strahl wie von dem andern Brennpunkte ausgegangen erscheint, so kon- 
nen wir auch sagen, dass der variabele Punkt der geraden Linie die charak- 
teristische Eigenschaft babe, dass die Differenz der von ihm nach den Brenn- 
punkten gefahrten Radienvectoren gleich Null sei. Daran schliesst sich nun 
die Frage , welches der geometrische Ort eines variabelen Punktes sein werde, 
wenn die Differenz oder die Summe der Radienvectoren nicht Null, sondern 
eine gegebene GrSsse ist. 

Bezeichnen wir mit Xq^ y^^ z^ und a?j, y^y z^ die Coordinaten der gegebenen 
Brennpunkte und 1 und mit JR^ und 2?^ die Quadrate der von dem variabelen 
Punkte a?, y nach den Brennpunkten gezogenen Radienvectoren , so haben wir 

Soil nun die Summe oder die Differenz der Radienvectoren eine gfegebene 
GrSsse 2a sein, so wird die Gleichung: 

2) }/RQ±y\^2a 

der analytische Ausdruck ftir die gesuchte Curve. Durch Quadrirung beider 
Theile der Gleichung erhalten wir : 

und wenn wir abermals beide Theile der Gleichung quadriren , so wird : 

3) 16a4- 8ft2 (B^+E,) + (Bq-B;)^ = 

die von dem Irrationalen befreite Gleichung der Curve. 

' Diese Gleichung ist in Riicksicht auf die variabelen Coordinaten von der 
zweiten Ordnung , weil {Bq — B^ von der ersten Ordnung ist. Wir konnen 
demnach sagen, dass ein variabeler Punkt einen Kegelschnitt beschreibt, wenn 
entweder die Summe oder die Differena seiner nach den Brennpunkten geftthr- 
ten Radienvectoren eine gegebene Grosse ist. 
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Wenn wir der begonnenen Untersuchung, in welcher sich ein Unterschied 
zwischen Ellipse und Hyperbel entsprechend der Summe und der Differenz der 
Radienvectoren bemerkbar machen wird , voraneilen, so mag es auffallen , dass 
dieselbe Gleichung 3) bestimmt sein soU , sowohl eine Ellipse , als eine Hyper- 
bel darzustellen. Diesen scheinbaren Widerspruch woUen wir gleich damit be- 
seitigen, dass wir auf die allgemeine Gleichung 5) in der vorhergehenden Vor- 
lesung der Kegelschnitte mit einem Mittelpunkte aufmerksam machen , welche 
je nach den UmstSnden eine Ellipse oder eine Hyperbel ausdrtickt. In gleicher 
Weise werden wir in der vorliegenden Untersuchung einen Unterschied zu 
machen haben, ob die gegebene Grosse 2 a, liber welche wir nach Belieben ver- • 
fttgen kSnnen, grosser oder kleiner ist als der Abstand der beiden Buennpunkte 
von einander; denn dieser Unterschied wird sich als die Bedingung herausstel- 
len, ob eine Ellipse oder Hyperbel vorliegt. 

Um unsere Untersuchung zu vereinfachen und die Kegelschnitt-Gleichung 
gleich auf die Axen bezogen zu haben, verlegen wir die Brennpunkte in die 
05 -Axe zu beiden Seiten der ^-Axe in der Entfernung e. Alsdann wird 

«^o = — ^ yo = 0» a;i = + e, 2/, = 0, 
und aus 1) wird 

.^ B, = {x+ey + y\ 

Setzen wir nun die Werthe von 

in die Gleichung 3) ein, so geht die genannte Gleichung ttber in 
5) a^ia^-e") + €?y^ - o? (a^-e^) = 0. 

In dem ersten Falle , wenn die Summe der Radienvectoren gleich 2 a sein 
soil, mttssen wir, um eine reelle Curve zu erhalten, annehmen, dass a^e, 
Setzen wir nun o^— e^=&*, so geht die Gleichung 5) ttber in: 

Der gesuchte Ort des variabelen Punktes ist also eine Ellipse. 

In dem andern Falle, wenn die Differenz der Radienvectoren gleich 2a 
sein soil , muss unter der Bedingung einer reellen Curve angenommen werden, 
dass" e* — a^ __ j2 ^.^^ positive GrSsse ist. Alsdann geht die Gleichung 5) 
ttber in 

die Gleichung einer Hyperbel. 

Um beide Falle aber unter demselben Gesichtspunkte zusammen zu fassen, 
bleiben wir bei der Gleichung 5). Wenn wir die (jleichung 5) des gesuchten 
Kegelschnittes durch Liniencoordinaten ausdrttcken, so finden wir: 
8) {u^e^ + 1) + (a2-e«) {u^+^) = 0, 
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eine Gleichung, welche zusammengesetzt ist ans den beiden Gleicbungen: 

u^e^^l = und u^ + v^ = (). 

Die erste Gleichung ist die der Brennpunkte , die andere Gleichung stellt 
das im Unendlichen gelegene imaginare Punktepaar dar, dessen Eigenschaften 
wir in der vorausgegangenen Vorlesung dargelegt haben. 

Wenn wir in der Gleichung 8) die GrOdse a variiren lassen , so ist diese 
Gleichung auf Grund der vorhergehenden Vorlesung der analytische Ausdruck 
von confocalen Kegelschnitten. Da diese Gleichung ftlr a-^e das Brennpunkte- 
paar darstellt , so ist das Brennpunktepaar confocal mit dem Kegelschnitte 8), 
.und der Satz 24) der vorhergehenden Vorlesung kann in dem vorliegenden 
Falle so ausgesprochen werden: 

9) Die Winkel, welche das von einem beliebigen Punkte 
an einen Kegelsehnitt gelegte Tangentenpaar bildet, u*nd die 
Winkel, welche die von demselben Punkte nach den Brenn- 
punkten des Kegelschnittes geftihrten Radienvectoren bilden, 
werden von demselben Linienpaare halbirt. 

Wird der beliebige Punkt ein Punkt des Kegelschnittes selber, so iSsst 
sich der Satz so ausdriicken : 

10) Die von einem beliebigen Punkte eines Kegelschnittes 
nach seinen Brennpunkten gezogenen Radienvectoren bilden 
gleiche Winkel mit der Tangente in dem Punkte. 

Dieser Satz ist die Veranlassung der Benennung der Brennpunkte ge- 
wesen ; denn jeder Strahl , der von einem Brennpunkte in der Richtung des 
Radiusvector ausgeht, wird von dem Kegelschnitte in der Richtung des andem 
Radiusvector reflectirt. 

Die Gleichung des Brennpunktepaares des gegebenen Kegelschnittes 8) 
erhielten wir, indem wir das Punktepaar suchten, welches confocal ist ^^ d^J^ 
Kegelschnitte. Es giebt aber noch zwei Punktepaare, welche ebenfalls mit dem 
gegebenen Kegelschnitte confocal sind. Ihre Gleicbungen erhalten wir, wenn 
wir entweder a = oder a = co setzen : 

t;2e2+l=0, u^+v^ = 0. 

Was das erste Punktepaar anbetrifft, so ist ersichtlich, dass dasselbe auf 
der zweiten Axe des Kegelschnittes liegt in der imaginaren Entfemung ei und 
— ei von dem Mittelpunkte. Es ist selbst imaginSr, aber voUstSndig bestimmt 
durch das reelle Brennpunktepaar. Das letzte Punktepaar ist ebenfalls ima- 
ginfir, liegt in dem Unendlichen und ist fttr jeden Kegelsehnitt das gleiche. 
Auch diese beiden imaginSren Punktepaare werden Brennpunkte des Kegel- 
schnittes genannt wegen gleicher analytischer Eigenschaften als die reellen 
Brennpunkte. 

Aus der geffthrten tJntersuchung ergiebt sich nun folgende, im prak- 
tischen Leben gebrSuchliche Construction der Ellipse 6). 

Der eine Endpunkt eines unausdehnbaren Fadens von der LSnge 2 a sei 
mit dem einen Brennpunkte e fest verbunden , sowie der andere Endpunkt mit 
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dem zweiten Brennpunkte e. Wenn man alsdann eineu Stift so bewegt, dase 
er den Faden fortwShrend spannt, so beschreibt er die Ellipse. 
Um in einem gegebenen Punkte p Yig. 18. 

der Ellipse die Tangente zu construi- p^ 

ren, verlangern wir den Radius vector r ^^ -- ^' ^ 

um den andem Radiusvector r' bis ^. . 



Halbiren wir aJsdann die gerade Linie 

eq in 5, so wird sp die Tangente sein, 

das ist eine gerade Linie , welche mit 

der Ellipse nur den Punkt p gemein 

hat. Denn wenn noch ein zweiter 

Punkt p* der geraden Linie sp und 

der Ellipse gemeinsam wSre, so wtlrde die Summe der Radienvectoren q und 

Q gleich der Summe der Radienvectoren r und / des Punktes p sein. Da nun 

pe=^p'q^=Q\ so iSge ein Dreieck gcp' vor, in welchem die Summe zweier 

Seiten q und q gleich der dritten Seite (**+/) ist. 

Aus dieser Construction .der Tangente ergiebt sich ebenfalls der Satz 10). 
Denn wie die Figur zeigt , bilden die von dem Punkte p ausgehenden Radien- 
vectoren r und r gleiche Winkel mit der Tangente |)5. * 

Um die Hyperbel 7) mechanisch zu construiren, denken wir uns ein 
von dem Brennpunkte e ausgehendes Lineal von beliebiger, aber gegebe- 
ner LSnge I. Ein unausdehnbarer Faden von der LSnge (2a + ?) fange 
in dem andern Brennpunkte e an und ende in der Spitze des Lineales. Wenn 
unter diesen UmstSnden ein Stift fortwShrend den Faden in dem variabelen 
Punkte p spannt, ohne das Lineal zu verlassen, so beschreibt derselbe einen 
Zweig der Hyperbel. Denn die Differenz der von dem Punkte p nach den 
Brennpunkten e und e gerichteten Radienvectoren ist immer gleich 2 a. Durch 
Verwechselung der Brennpunkte wird sich auch der andere Zweig der Hyper- 
bel beschreiben lassen. 

Die Tangente der Hyperbel 7) in dem Punkte p iSsst sich in folgender 
Weise construiren. Man trage auf dem von dem Punkte p nach dem Brenn- 



* Die Optik macht Gebrauch von den Entfernungen ae = JB und ae = JB' der 
Brennpunkte von dem Scheitel a der Ellipse. Da diese Entfernungen sind: 

JS = a — c und JJ'= a 4- c, 



so hat man: 



1 _l_2a 



1.2 

Erinnert man sich nun aus der Differentialrechnung, dass — = P der Krum- 

a 

mungsradius der Ellipse ist in ihrem Scheitel a, so hat man die in der Optik ge- 

brauchliohe Fonnel fvlr spharische Brennspiegel, welche die elliptischen annahemd 

ersetzen : 

J8 ^R P- 
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Fig. 19. 



punkte e gerichteten Radiusvector / 
den anderen Radiusvector r bis g' auf 
und halbire die gerade Linie qeva. s. 
Alsdann wird die gerade Linie sp die 
Tangente sein. Denn w^re dieser ge- 
raden Linie und der Hyperbel noch 
ein anderer Punkt p' gemeinsam , so 
hatte das Dreieck qep\ weil 

ist, eine Seite jp'e'= q\ welche gleich 
sein mtisste der Summe der beiden 
anderen Seiten 2e und q. 

Diese Construction beweiset zu-, 
gleich den Satz 10), dass die von 
einem Punkte der Hyperbel nach den 
Brennpunkten gerichteten Strahlen 
mit der Tangente gleiche Winkel 
bilden.* 
Es war nothwendig , den Begriff der confocalen Kegelschnitte , abgesehen 
von den eben entwickelten Eigenschaften ihrer Brennpunkte , so allgemein zu 
fassen, wie er in dem zweiten Theile der vorangegangenen Vorlesung dargelegt 
worden ist, wenn man nicht den Grenzfall von Ellipse und Hyperbel aus- 
schliessen woUte, die Parabel, von der jetzt gehandelt werden soil. 
Wenn eine Parabel -Gleichung: • 

11) y^-2px = 

vorliegt oder, in Liniencoordinaten ausgedrtickt : 

2 

12) v^--u = 0, 

so ist die Gleichung: 
13) 




P 



p 



* Entnehmen wir aus der Differentialrechnung die GrSsse des Kriimmungs- 

radius der Hyperbel in ihrem Scheitel a, P=rz — , und bezeichnen die Abstande der 

Brennpunkte von dem Scheitel mit ae~R und ac'=— -B', weil letzterer nach der 
entgegengesetzten Seite gerichtet ist, so haben wir B — e — a und — 22'=e + a, und 
daraus folgt wieder wie oben: 

Diese sowohl fiir die Ellipse, als fiir die Hyperbel geltende Formel dient in 
der Physik als Beweis, dass der spharische Brennspiegel , wenn es sich nur um 
Strahlen handelt, welche sjch von der Axe des Spiegels nicht sehr weit entfernen, 
geeignet ist, .ebensowohl als elliptischer, wie als hyperbolischer Spiegel zu dienen. 
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die Gleichung aller mit der gegebenen Parabel 11) confocalen Kegelschnitte. 
Diese Kegelschnitte sind, weil das von den Variabelen unabh^ngige Glied in 
der Gleichung fehlt, wieder Parabeln ,* und wir konnen sagen: „eine Parabel 
kann nur confocal sein wieder mit einer Parabel". 

Unter den confocalen Parabeln 13) befinden sich zwei Brennpunktepaare 
entsprechend den Werthen A = 1 und A = oo. Das letztere ibt wieder das im 
TJnendlichen gelegene imaginare Punktepaar, das erste wird durch die Gleich- 
ung ausgedrtickt: 

Aus dieser Gleichung entnehmen wir nun, dass beide Brennpunkte auf 
dem Durchmesser der Parabel liegen , der eine im Unendlichen , der andere in 

dem Abstande ^ von dem Scheitel der Parabel. Es werden demnach alle Pa- 
rabeln confocal sein , wenn ihre im Endlichen gelegenen Brennpunkte zusam- 
menfallen und ihre Durchmesser in einer und derselben geraden Linie liegen. 
Da die vorliegend^ Gattung vbn confocalen Kegelschnitten in den allgemei- 
nen SStzen 24) und 25) der vorhergehenden Vorlesung nicht ausgeschlosaen 
wurde , so kSnnen wir sagen : 

14) Wenn man von einem beliebigen Punkte an eine Parabel 
ein Tangentenpaar legt und ein Strahlenpuar durch die Brenn- 
punkte, so bildet ein jedes Paar Winkel, welche von einem und 
demselben Linienpaare halbirt werden. 

Rtickt der beliebige Punkt in die Parabel selber, so konnen wir dem Satze 
folgenden Ausdruck geben : 

15) Wenn man von einem beliebigen Punkte der Parabel zwei 
Strahlen ausgehen lUsst, den einen parallel dem Durchmesser, 
den anderen in der Richtung des Brennpunktes, so bilden die 
beiden Strahlen gleiche Winkel mit der Tangente in dem 
Punkte. 

Es werden also alle von dem Breniipunkte ausgehenden Strahlen von der 
Parabel in der Richtung des Durchmessers reflectirt, wie umgekehrt alle Strah- 
len , welche parallel dem Durchmesser die Parabel treffen , in der Richtung des 
Brennpunktes reflectirt werden. 

Um die Parabel 1 1) zu construiren, fixiren wir eine auf dem Durchmesser 
senkrecht stehende gerade Linie Z, welche in entgegengesetzter Richtung den 

gleichen Abstand -^ von dem Scheitel a der Parabel hat, als der Brennpunkt e^ 

Die Parabel ergiebt sich dann als der geometrische Ort eines variabelen Punk- 
tes J9, der ebenso weit absteht von dem Brennpunkte e, als von der fixirten ge- 
raden Linie Z. Denn bezeichnen wir mit x und y die Coordinaten des variabelen 

P 
Punktes p und mit r den gleichen Abstand , so haben wir r = -^ + a? und 

4 

HKSBKt Vorlesnngeu. ^ 
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r^=(-^— a:j +y^ woraus durch Elimination von r die Gleichung 11) der 
Parabel hervorgeht* 

Wenn man den Mittelpunkt S 
der geraden Linie eq verbindet mit 
dem Punkte py so wird die Ver- 
bindungslinie die Tangente in dem 
letzteren Punkte. Denn wenndieselbe 
die Parabel noch in einem anderen 
Punkte p trfife , so mtissten die drei 
geraden Linienr' einander gleich sein. 
Auch aus dieser Construction der 
Tangente ergiebt sich der Satz 15). 

Nachdem wir nun Mittel an- 
gegeben haben, sSmmtliche Kegel- 
schnitte von ihren Brennpunkten aus 
zu -construiren, so bleibt noch tibrig, 
die confocalen Kegelschnitte durch 
ibre Punktgleichungen mit einem will- 
ktirlichen Parameter k auszudriicken. 
Zu diesem Zwecke gehen wir auf die Gleichung 8) der confocalen Kegel- 
schnitte mit dem willkiirlichen Parameter a^ zuriick. Setzen wir ar+l statt 
a^ so stellt jene Gleichung alle mit dem Kegelschnitte 8) confocalen Kegel- 
schnitte dar. Da nun die Gleichung 5) denselben Kegelschnitt 8) darstellt, wie 
auch die Gleichung 6), so haben wir die Gleichung sammtlicher, mit der Ellipse 
6) confocalen Kegelschnitte: 




16) 



X 



2 



+ 



y 



2 



.- - 1 =- i.'. 



Ftir die Hyperbel braucht man keine besondere Untersuchung anzustellen, 
weil die angegebene Gleichung schon die confocalen Hyperbel n umfasst, welche 
den Werthen von k entsprechen , welche zwischen — V^ und — a^ liegen. 

Um eine Einsicht in die Natur dieser confocalen Kegelschnitte zu ge- 
winnen, woUen wir den Parameter A von A c= oo bis k -- — V^ abnehmen lassen 



* Die in der vorangegangenen Anmerkung aufgefiihrte Formel der Optik gilt 
auch hier. Denn da der KrCimmungsradius P der Parabel 11) in ihrem Scheitel a 
ist P=jp, die Entfernung B' des einen Brennpunktes ' von dem Scheitel unendlich 

gross, dagegen die Entfernung des anderen Brennpunktes gleich ^ vyird, so haben wir : 

Will man daher den parabolischen Spiegel annahemd ersetzen durch einen 
sph^rischen, so hat man den Halbirungspunkt des Radius des Spiegels fiir den 
Brennpunkt zu nehmen. 



Construction der Kegelschnitte von ihren Brennpunkten aus. 51 

and alle Zwischenstadien in Anrechniing bringen. Von der ersten bis zur letz- 
ten Grenze sind die Kegelschnitte Ellipsen. Sie fangen an mit unendlich grossen 
Axen, die allmalig kleiner werden, und enden mit einer Ellipse, deren kleinste 
Axe versehwindet und die mit der geraden Linie zusammenf Silt , welche die 
Brennpunkte verbindet. In ihrer Gesammtheit erfiillen sie die ganze Ebene. 

Lassen wir A weiter abnehmen von A = — 6^ j^jg l=z — a^^ so liegen 
Hyperbeln vor ; in dem ersten Grenzfalle eine Hyperbel, deren Zweige mit den- 
jenigen beiden geraden Linien zusammenfallen , welche von den Brennpunkten 
in entgegengesetzterEichtungdes gemeinsamenMittelpunktes der Kegelschnitte 
in das Unendliche verlaufen. In der letzten Grenze artet die Hyperbel in ein 
Linienpaar aus , welches mit der den confocalen Hyperbeln gemeinsamen Rich- 
tung der imaginSren Axen zusammenMlt. Auch die confocalen Hyperbeln er- 
fiillen die ganze Ebene, so dass wir sagen k5nnen , dass durch jeden Punkt der 
Ebene sowohl eine confocale Ellipse als Hyperbel geht. Die folgende Be- 
trachtung wird ganz daeselbe algebraisch einleuchtender darstellen. 

Wenn wir unter x und y die Coordinaten eines beliebigen Punktes p ver- 
stehen , so wird die nur anders geschriebene Gleichung 16) : 

17) x^.{a^+X)+y^{h^ + X) - {a^+X)(b^+X)=:0 

die Bedingung sein , dass der Kegelschnitt 16) durch den Punkt p geht. Da 
diese Gleichung in A quadratisch ist, so folgt daraus, dass durch einen gegebenen 
Punkt in der Ebene nur zwei confocale Kegelschnitte gelegt werden kSnnen, 
denn die eine Wurzel A wird dem einen, die andere dem anderen, durch den 
Punkt p gelegten Kegelschnitt 1 6) entsprechen. Wie es sich sogleich zeigen 
wird, ISsst sich sowohl die eine, als die andere Wurzel der quadratischen Gleich- 
ung 17) begrenzen dadurch, dass man unabhSngig von der Lage des Punktes jp 
Werthe angeben kann, zwischen welchen jede der beiden Wurzeln zu suchen 
ist. Diese Grenzen sind eben die oben angegebenen fflr Ellipsen und Hyperbeln. 
Setzen wir das noch zu Beweisende voraus , so konnen wir sagen : 

18) In jedem Punkte in der Ebene schneiden sich zwei, mit 
einem gegebenen Kegelschnitte confocale Kegelschnitte, von 
welchen der eine eine Ellipse, der andere eine Hyperbel ist. 

Da in diesem Satze alle reellen Punkte der Ebene in Betracht genommen 
wurden , so folgt aus demselben , dass weder confocale Ellipsen sich in reellen 
Punkten schneiden kSnnen , noch confocale Hyperbeln. 

Die zum Beweise des Satzes 1 8) oben gemachte Voraussetzung ergiebt sich 
aus der Betrachtung des linken Theiles der Gleichung 17). Derselbe wird ftir 
A =+ 00 negativ, fttr A = — 6^ — £ posiiiv, wenn s eine verschwindende positive 
Grosse bedeutet , und fttr A = — a* — f wieder negativ. Daraus folgt , dass die 
Wurzeln der quadratischen Gleichung 17) zwischen den angegebenen Grenzen 
liegen. 

ImaginSre Ellipsen 16) erhalt man, wenn man A von —a^ bis — oo ab- 
nehmen iKsst. 
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, Es bleibt noch iibrig, die confocalen Parabeln 13) in ShnlicherWeise zu 
behandeln. Uebertragen wir zu diesem Zwecke ihre Gleichung 13) in Punkt- 
coordinaten, so ergiebt sich : 

f 

oder, wenn wir den Anfang des Coordinatensystemes in den Brennpunkt da- 
durch verlegen , dass wir aj + -^ ftir x setzen : 



j^-2i.{a> + |-(l-A)} = 0. 



Wir erhalten demnach durch Einftihrung eines neuen Parameters 
p{l — A) = x den allgemeinen Ausdruck ftlr confocale Parabeln, deren gemein- 
schaftlicher Brennpunkt im Anfange der Coordinaten liegt und deren Durch- 
messer in die x - Axe fallen : 



16) ' y«-2x(a; + j)=0. , 



Diese in x quadratische Gleichung beweiset, dass durch jeden Punkt der 
Ebene zwei confocale Parabeln gehen. Nehmen wir an, dass x und y die Co- 
ordinaten eines gegebenen Punktes in der Ebene seien, und die erstere positiv, 
so sehen wir, dass eine Wurzel x zwischen den Grenzen x = +qo und x = 
liegt, die andere zwischen x = — 2a? und x = — oo . . In dem anderen Palle, 
wenn x negativ ist, liegt die eine Wurzel zwischen den Grenzen x = -f"^ ^^^ 
X = + 2a;, die andere zwischen den Grenzen x = und x ^= — oo . 

Wie die confocalen Kegelschnitte mit einem Mittelpunkte sich trennen in 
Ellipsen undHyperbeln, so hat man auch zwei Classen von confocalen Parabeln. 
Die Scheitel der einen Classe liegen auf der einen Seite von dem gemeinsamen 
Brennpunkte, die Scheitel der anderen Classe liegen auf der anderen Seite. 
Die beiden Classen sind congruent und nur von verschiedener Lage , denn aus 
der Gleichung 16) einer Parabel erhSlt man die Gleichung ihrer congruenten 
Parabel, wenn man fttr x setzt — x. Eine jede der beiden Classen dehnt sich 
liber die ganze Ebene aus. 

Villa Ostheimer bei Brixen 

im October 1873. 
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